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PREFACIO

Este libro estd basado en los programas propuestos para la carrera de economia
en diferentes instituciones publicas y sobre todo en los contenidos programati-
cos de la carrera de Economia que se imparte en la UAM unidad Xochimilco.

Surgen ademas, como parte de diferentes propuestas bibliograficas utiliza-
das a lo largo de los ultimos veinte afios de docencia y sobre todo del curso de la
Maestria de Economia de la UNAM, en la cual, mi asesor de tesis el Dr. Martin
Puchet Anyul y el profesor Horacio Cataldn, me adentraron en estos temas.

Sin duda, que las notas y las clases de esa época han sido parte trascenden-
tal para proponer la forma y estructura de los contenidos propuestos. Dicho
sea de paso, he pensado no so6lo como docente sino también como alumno,
con todo el sesgo que esto conlleva, que ésta es la mejor estructura de conte-
nidos para acercar los temas e ir articulando conceptualmente cada unidad te-
matica. Al mismo tiempo, las definiciones, conceptos y teoremas que integran
los capitulos, posibilitan resolver diferentes ejercicios con grados de dificultad
creciente y posibilitan a los estudiantes normalizar un lenguaje natural de un
curso introductorio de algebra lineal.

El objetivo principal del libro es capacitar al estudiante para comprender,
formular y resolver ejercicios correspondientes al campo del algebra lineal,
de manera que al cursar diferentes unidades de ensefianza, les permita con
mayor soltura comprender y aplicar los temas del dlgebra lineal a cada una de
las problematicas.

Sin duda, este libro puede ser utilizado en diferentes ciencias con mayor
o menor profundidad, para ello, seran indispensables las aplicaciones a la

q 11



12 PrEFACIO

economia, la administracion, la politica y la gestion social, sociologia, o cual-
quier otra ciencia que requiera el aprendizaje de estos temas. Pero sobre todo
de las aplicaciones que cada profesor pueda ofrecer a sus estudiantes.

La idea de presentar los temas a partir de su forma general, tiene la finali-
dad de permitir que las aplicaciones sean abordadas por cada area del conoci-
miento y profesorado de la manera mas adecuada para cumplir con sus obje-
tivos, es decir, es una forma de generalizar y entender los temas que tendran
aplicacion e interpretacion para cada disciplina sin dejar de lado, que en la
aplicaciénse asumen conceptos y soltura para la resolucion de los problemas.

Este material ha sido presentado a los estudiantes de la carrera de Eco-
nomia y sobra decir que con sus comentarios en clase y fuera de ella han
mejorado y aportado ejercicios que se han incluido para que sea mas sencillo
y comprensible el texto.

El libro esta pensado para que pueda ser utilizado en un curso que inicie
con el capitulo de matrices y termine con el capitulo de diagonalizacion, o
bien, como un texto que presente de manera independiente cada tema y sub-
tema del contenido general.

Deseo este libro cumpla su objetivo y agradezco a cada una de las personas
que intervinieron a lo largo del proceso hasta esta su primera presentacion,
iniciaré con Elvia Angélica y Danae Syboney de la Facultad de Economia de
la UNAM y en estos dias de pandemia a Yazmin Abigal de la UAM Xochi-
milco. También a mi gran amigo Eduardo por siempre escuchar mis proyectos
e incentivarme a llevarlos a cabo. Lui, gracias por motivarme a la presenta-
cion de esta primera edicion del libro.

Mi mas grande agradecimiento por la amistad, revision, correccion e ideas
de Alexis Ayala y Gerardo Trejo para la elaboracion de estas simples notas
de clase, durante nuestros cursos en la Facultad de Economia de la UNAM y
en la UAM Xochimilco, en los Gltimos cinco afios; asi como a la Dra. Mar-
tha Elena Marquez por la revision del texto. Y sobre todo, a cada uno de los
alumnos que formaron parte de las clases impartidas con este material y que
coadyuvaron a mejorar el contenido.

Termino diciendo que este libro es resultado de la paciencia y tiempo que
me ha dedicado mi asesor de tesis Doctoral, el Dr. Martin Puchet Anyul, en
estos temas y particularmente agradezco estos mas de veinte afios de amistad.

Ciudad de México



CAPITULO 1

MATRICES

”

“Las matemdticas son la musica de la razén
JAMES JOSEPH SYLVESTER

ANTECEDENTES

El concepto de matriz y determinante tiene sus inicios en el siglo IT a.C, aun-
que hay ideas desde el siglo IV a.C. Sin embargo, no fue hasta finales del si-
glo XVII que las ideas reaparecieron y fueron madurando.

El uso de matrices y determinantes surgen del estudio de sistemas de ecua-
ciones lineales. Los babilonios estudiaron problemas que conducen a ecuacio-
nes lineales simultaneas como la tableta de arcilla que data de alrededor del
300 a.C.

También los chinos entre los 200 a.C. y 100 a.C., se aproximaron mas a la
definicion de matriz de los babilonios. De hecho, en el texto “Nueve capitulos
sobre el arte matematico” escrito durante la dinastia Han presenta el primer
ejemplo conocido de métodos matriciales, el cual es similar al ejemplo babi-
l6nico.

Para finales de los afios 20 los métodos propuestos establecian que se ten-
drian que escribir las ecuaciones lineales como las filas de la matriz en lugar de
las columnas, pero por supuesto, el método es idéntico.

Muchos resultados estandar de la teoria de matrices elementales aparecie-
ron por primera vez mucho antes de que las matrices fueran objeto de investi-
gacion matematica. Por ejemplo, de Witt en “Elementos de curvas”, publicado

q 13
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14 UN PRIMER CURSO DE ALGEBRA LINEAL

como parte de los comentarios sobre la version latina de 1660 de la “Géomé-
trie” de Descartes, mostraba como una transformacion de los ejes reduce una
ecuacion dada para una forma conica a canénica. Esto equivale a diagonalizar
una matriz simétrica, pero De Witt nunca penso en estos términos.

En 1826, Cauchy, en el contexto de formas cuadraticas en n variables, uso
el término ‘cuadro’ para la matriz de coeficientes, también introdujo la idea
de matrices similares (pero no el término) y mostr6é que si dos matrices son
similares tienen la misma ecuacidn caracteristica. También, de nuevo en el
contexto de las formas cuadraticas, demostrd que toda matriz simétrica real es
diagonalizable.

Elprimero enusarel término ‘matriz’ fue Sylvester en 1850. Sylvester definid
una matriz como una disposicion de términos alargada y la vio como algo que
llevo a varios determinantes a partir de matrices cuadradas contenidas en ella.

En 1858 publicd “Memorias sobre la teoria de matrices” el cual contiene
la primera definicion abstracta de una matriz. Mostrd que las matrices de co-
eficientes estudiadas anteriormente para formas cuadraticas y para transfor-
maciones lineales son casos especiales de su concepto general. Cayley dio un
algebra matricial que define la suma, la multiplicacion, la multiplicacion escalar
y los inversos. Construyd de forma explicita el inverso de una matriz en
términos del determinante de la matriz. Asimismo, demostrd que, en el caso
de matrices 2 x 2, una matriz satisface su propia ecuacion caracteristica.
Declar6 que habia comprobado el resultado para matrices 3 x 3.

El que una matriz satisfaga su propia ecuacion caracteristica se llama teorema
de Cayley-Hamilton, quien probo6 un caso especial del teorema, el caso 4 x 4,
en el curso de sus investigaciones sobre los cuaterniones. En 1896, Frobenius se
dio cuenta de la “Memoria” de 1858 de Cayley sobre la teoria de las matrices y
después de esto comenzo6 a usar el término matriz.

Finamente, Weierstrass utilizo una definicién axiomatica de un determi-
nante en sus conferencias y, después de su muerte, se publicé en 1903 en la
nota “Sobre la teoria de los determinantes”. En el mismo afio, también se
publicaron las conferencias de Kronecker sobre los determinantes, nueva-
mente después de su muerte. Con estas dos publicaciones, la teoria moderna
de los determinantes estaba en su lugar, pero la teoria matricial tardé un poco
mas en convertirse en una teoria plenamente aceptada. Un texto inicial im-
portante que llevo las matrices a su lugar adecuado dentro de las matematicas
fue “Introduccion al algebra superior” por Bocher en 1907. Turnbull y Aitken
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escribieron textos influyentes en los afios 1930 y Mirsky, en una “Introduc-
cion al algebra lineal” en 1955, la teoria matricial alcanz6 su actual papel
principal como uno de los temas de matematicas mas importantes para los
estudiantes universitarios.

1.1 CONCEPTO Y ORDEN DE UNA MATRIZ

Una matriz es un conjunto de numeros arreglados de forma rectangular,
llamados elementos de la matriz. Este arreglo puede estar entre paréntesis rec-
tangulares o paréntesis angulares. Nosotros utilizaremos los paréntesis rectan-
gulares. Las matrices las representaremos por las letras mayusculas de nuestro
alfabeto.

Al conjunto de las matrices se les representa con el simbolo M,,,, donde m
indica el nimero de renglones y n el nimero de columnas de las matrices que
pertenecen a tal conjunto. El simbolo mxn nos indica el tamafio o el orden de
una matriz en términos de su nimero de renglones y columnas.

En caso de que los elementos de una matriz 4 no se especifiquen en forma
explicita o numérica, seran especificados por el término general a; que repre-
senta el elemento de la matriz 4 ubicado en el renglon i-ésimo y la columna
Jj-ésima de A. La notacion abreviada para una matriz 4 con m renglones y n
columnas es la siguiente,

Amxn = (aij)

que se representa en el siguiente arreglo:

ay;; Qg2 Qg3 o Qip
Qz;1 dzz AQz3 Qon

Apxn =| @31 Q32 Q33 .. dzp

am 1 am2 am3 - amn
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1.2 MATRICES CUADRADAS Y DIAGONAL PRINCIPAL

Son matrices cuadradas aquellas donde el nimero de renglones es igual al na-
mero de columnas, es decir, m = n. La forma general de una matriz cuadrada
es la siguiente:

Qi1 Q42 Qi3 .. AQqn
Az1 QAzz dzz ... dzp
Apun = A, =|031 Q32 A3z .. a3y
Qp1 Qpz Gpz - Apq

La matriz cuadrada se puede representar como 4,,.

Definimos la diagonal principal de una matriz cuadrada como la linea
diagonal en la matriz 4 que va de izquierda a derecha, de arriba hacia abajo
formada por los elementos a;;, a,,, as;, ..., a,,; de manera simplificada pode-
mos definirla como: {a;j|i = j}, que de forma matricial se observa en la matriz
siguiente (remarcada en negro).

a1 Q12 gz .. Qin
Qzq @3z U233 ... 0Q2pn
A, =[a31 a3z 4azz3 .. Qa3n
an1 a-n') a-nﬂ CED 'a-nn

1.3 TRAZA

La traza de la matriz A4, representada por 7r(4) es la suma de los elementos
de la diagonal principal de 4,,, dada por:

TT(AH) =01 taz tazz+ ...+ au,

Ejemplo 1. Dada la matriz

Encuentre su traza
Tr(A)=3+5+4=12
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1.4 OPERACIONES CON MATRICES

1.4.1 Igualdad de matrices

Si A=[a;] y B=[b;] son dos matrices del mismo orden, se dice que son igua-
les, si sus elementos correspondientes son iguales, esto es:

a9 aq2 o 1y b11 b12 s bln
a a . a b b . b
SeanA=| 2t "% 2l yB = a 2n
Qm1  Qmz - Omn bmi bmz - bma
por lo tanto, A =B, si
a;=byy  ap=byz; . A =by,
ayy =byy Ay =by; . Gy =byy
Am1 = bmi Amz = bmz o QAmn = bmn

1.4.2 Producto de una matriz por un escalar

Definicion de producto escalar. Dada una matriz 4 de orden m x n 'y kun
escalar, el producto de & por 4 se obtiene multiplicando el escalar & por cada
uno de los elementos de la matriz A.

Definicion de escalar. Un escalar es una magnitud que quedan totalmente
determinada por un s6lo nimero real, una unidad de medida o magnitud, pero
no direccion.

kA =k [aj] = [kag],coni=1,23...,myj=12 3., n

Ejemplo 2. Dada la matriz

5 3 2
-2 1 2|, encuentre 2A

2 -6 5

A=
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Solucion
5 3 2 10 6 4
2A=21|-2 1 2|=|-4 2 4
2 —6 5 4 =12 10
1.4.3 Suma de Matrices
Definicion de suma de matrices. Sean Ay B dos matrices del mismo orden, la

suma de 4 + B es la matriz C, que se obtiene de sumar los elementos corres-
pondientes de 4 y B, queda representado como:

aq1q a4z s din b11 b12 wes bln

Azy Gz .. Qyy b b w b
SeanA=| : | ,yB=|"% 22 2n

Am1 @mz - Omn bmi bmz . bmn

De lo cual, se deriva

A+ B=[a; [+[b; | = Sean A

a11 P Ot
=% bzz o bap
Qm1 bmn
a1 +byy  apz+by, .. a,+byy,
A+B=|% + by ay + by, o Az + ban
Am1+bm1 Amz +bma . Qpp + by

Es importante hacer notar que matrices de orden diferente no se pueden
sumar.
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Ejemplo 3. Dadas las matrices

1 4 -1 -1 -3 2
A=|-2 4 -3lyB=|5 -3 5
2 6 5 -3 —4 -3

Encuentre A + B

1 4 -1 -1 -3 2 [0 1 1
A+B=|-2 4 -3|+|5 -3 5 |=|3 1 2
2 6 5 -3 —4 =3 -1 2 2

Ejemplo 4. Dadas las matrices

1 -2 3 -1 2 3 [ 1 -2 3
A=|2 -1 -5|,B=|1 3 -1|,c=]|2 -1 -5
-4 4 2 -2 -4 =3 -4 4 2
encuentre 2A + 3B + C
1 -2 3 -1 2 3 1 -2 3
2A+3B4+C=2|2 -1 -5|4+3|1 3 -1|+12 -1 -5
-4 4 2 -2 -4 -3 -4 4 2
2 -4 6 -3 6 9 1 -2 3
= [ 4 -2 —10] +1|3 9 —3] +12 -1 —5]
-8 8 4 -6 =12 -9 -4 4 2
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1.4.4 Resta de matrices

Definicion. Sean 4 y B dos matrices del mismo orden, La resta de 4-B es la
matriz C que se obtiene de restar a los elementos de A4, a los elementos corres-
pondientes de By se definecomo4—-B =4 + (-B) =4+ (1) B.

11 @2 .. bi1 by . by

A1 Qg .. Qzp b b w b
SeanA = | . . ' |,yB=|"?% "2 2n

Am1 Amz - Amn b1 bmz - bmn

Lo que se deriva como

17 QA1 . Qg biy by .. by,
a-B=lag] =[] = | T - e Oy
@m1 Qmz - Omn bm1 bmg bmn

Ay —byy @3 —=byy o A4y —byy

A—B =| % - byy Az - by, o gy - bzn

Ami — Pm1 @Gma —bmz2 . Qun — bmn

Ejemplo 5. Dadas las matrices 4 y B del ejemplo 3, encuentre 4 — B

-1 -2 2 2 4 =3
5 =3 5 ] = [—7 7 —8]
-3 -4 =3 5 10 8

Ejemplo 6. Considere las matrices 4, B, C del ejemplo 4, encuentre 24 — 3B + C

Solucion

A-B=

1 2 -1
-2 4 -3|-

2 6 5
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Solucion
1 -2 3] -1 2 3 1 -2 3
2A—33+C=2\2 -1 -5 —3\1 3 -1 +\2 -1 —5]
-4 4 2] -2 -4 -3 -4 4 2
2 —4 6 3 -6 -9 1 =2 3
=| 4 -2 -10|+|-3 -9 3|+ 2 -1 —5]
-8 B 4 6 12 9 —4 4 2
6 -12 0
=1|3 -12 -12
|—6 24 15

Ejemplo 7. Dadas las matrices

1 -3 3 3 5 -5 2a 7B
A=13 2 2|,B=|-6 10 —4]yc=|35 4¢
4 -4 -1 -8 6 —4 2n 20

Si 24 + 4B — C = 0, encuentre la matriz C
1 -3 3 2 -6 6
24=2 ’3 2 2 ] = ’6 4 4 ]
4 -4 -1 8 -8 -2

3 5 =5 12 20 -=20
4B = 4 ’—6 10 —4] = ’—24 40 —16]
-8 6 —4 —-32 24 -16
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como 24 + 4B — C=0), entonces:

2 -6 6 12 20 -—207 |2« 7B Z‘r 0 0 0
[s 4 4]+ —24 40 —16]— 35 4¢ [o 0 0
8 -8 -21 1-32 24 —16] [2n 26 3; 000
(14—-2a) (14-78) (-14-29)] 10
(—18 —368) (44 — 4¢) (—12—24’)‘ 0 0]
(—24—-2n) (16—20) (—18—30) 0 0 o

14—2a=0 14-78=0 —-14-2y=0
—18—-36=0 44—-4e=0 -12-2({=0
—24—-2n=0 16—-20=0 -18-3i1=

2a=14 7B=14 2y=-14
36=-18 4e=44 2{=-12
—2n=-24 20=16 31=-18

-18 44 -12

I14 14 —14‘
—-24 16 -—18

1.4.5 Producto de matrices

Para que el producto de la matriz 4 con la matriz B exista, se debe cumplir
que el nimero de las columnas de 4 sea igual al nimero de renglones de B.
Otra forma de determinar si el producto estd definido consiste en poner el
orden de las matrices y si los nimeros interiores son iguales entonces el pro-
ducto existe, como se presenta a continuacion:

Apxi Bixn = Dmxn

Se puede ver que los nimeros interiores & son iguales.

El producto de la matriz 4 con la matriz B una vez que se comprobo6 que
estd definido, se efectiia multiplicando los renglones de A por las columnas
de B, de la siguiente manera:
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en donde
d;

_‘]': a,-,blj + Cl,zsz + -t aikbkj
para toda i=1.2,...m; j = 1,2,..n

de forma mas explicita, se presenta a continuacion:

aqq Ay tlq3 . Aqp bll b12 bl} blﬂ.
: : : a; b b we by: b
K 21 22 2j 2Zn
Sean A = : B=|" 7 ..
aj; A4z Q3 24 : : : :
Qm1 Gm2 Amz - Omgk bys biz .. byj bin
entonces
aq1 aqn Aqp b11 blz blj bln
AB = ! byy by, by; bzn
aip  ap @ || : : i bl
A1 Am2 Ak bkl bRZ bk} b}m

Obteniéndose la formula

d[' = Cll']b]j + a,~2b2j +...+ a[kb]q'

Como se ve el renglon y columna remarcadas.

Ejemplo 8. Dadas las matrices

A=|2 -2 -1

[1—23
0o 1 2

-1 2 3 1
,B=|1 3 -1 -1| encuentre AxB=(A4)B.
-2 -4 -3 2
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Solucion

Como el nimero de columnas de 4 es igual al nimero de renglones de B el
producto existe y lo efectuamos de la manera siguiente:

1 -2 371-1 2 3 1
2 -2 —1“1 3 -1 —1]

0o 1 2M/l-2 —4 -3 2

AB =

(-1-2-6) (2-6-12) 3+2-9) (1+2+6)
(-2-2+2) (4—6+4) (6+2+3) (2+2-2)
O0O+1-4) (0+3-8) (0—1-6) (0—1+4)
|—9 ~16 —4 9

-2 2 11 2
-3 -5 =7 3

Ejemplo 9. Dadas las matrices

1 -1 3 21 -1 4 1 2
A=12 3 2|,B=|3 1 —3],(::[—2 -1 Ol
-1 -2 -1 1 1 -2 3 1 1

Encuentre 24AC — 44B+3BC.

Solucion
1 -1 3 4 1 2
AC = | 2 3 2 |—2 -1 0]
-1 -2 -—-1113 1 1

(4+2+9) (1+1+3) (2+0+3)
B-6+6) (2-3+2) (4+0+2)
(-4+4-3) (-1+2-1) (-2+0-1)
15 5 5
=|8 1 6]

-3 0 -3

30 10 10
2AC = |16 2 12]
-6 0 -6

1 -1 31712 1 -1
2 3 2”31—3]

-1 -2 -1il1 1 -2

AB =




(2-3+3)
=| 4+9+2)
(-2-6-1)

16 2

ISO 10
-6 0

(1-1+3)
(2+3+2)
(-1-2-1)

—4AB =

i 4

-2/L3 1 1

'3 0 3
=1 -1 3]
-4 -2 0
9 0 9
SBC=’3 -3 9
—12 -6 0

2AC — 4AB + 3BC

10 -8 -—-12 16
12|+ |—-60 —28 60
—6 36 16 —36

31T -2 35
= I—él-l —-29 81]

18 10 —42

Ejemplo 10. Dadas las matrices

3
6
—4

A=

Encuentre 24%—34B + BC — 5B

(-1+3-16)]
(—2—-9—14)
(1+6+2) |

-8 =12 16
—-60 -—-28 60
36 16 —36.

|

-4 -5 1 2 4
8 10|,B= \1 3 1],6'
-7 -9 1 15
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|

9
3
-1

2
\1
7

2
15
-9

2

—4
5

3
7
—4

((8—2-3) (2-1-1) (4+0-1)
=|12-2-9) 3-1-3) (6+0-3)
(4-2-6) (1-1-2) (2+0-2)

0
-3 9
-6 0

-6

|

|

—4
~15
9

|

25
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Solucion
3 -4 -5113 -4 -5
AP=16 8 10| 6 8 10
-4 -7 -9ll-4 -7 -9
(9—24+420) (—12—32+35) (—15— 40 + 45)
=| (18+48—40) (—24+64—70) (—30+80—90)
(-12-42+36) (16—-56+63) (20—70+81)
5 -9 =10
A% = 26 —3(] —40
5 -9 =10 =18 =20
242 =12 —30 —40 —60 —80
36 46 62
AB =

3 -4 1 2 4
6 8 1 3 1
-4 -7 1 1 5

(3 4-5) (6—12—-5) (12—4—25)
=|(6+8+10) (12+24+10) (24+8+50)
(-4—7-9) (-8-21-9) (-16-7—45)

-6 -11 -17
AB = 24 46 82 ]
- —38 -—68
- —11 -17 51
—34B =-3 24 ] l —138 —246]
—20 —38 —EB 114 204

BC =

1 2 4112 -4 3 (2+2+28) (—4+10+8) (3—-12+12)
1 3 1“1 5 —E-]= (2+3+7) (—4+154+2) (3-18+3)

1 1 5117 2 3 (Z+1+35) (—4+55+10) (3—-6+15)
3z 14 3
=(12 13 -12
g 11 12

1 2 4 -5 -10 -20
—-5B=-5|1 3 1|=|-5 -15 -5

1 1 5 -5 -5 =25
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2A* —3AB + BC + 5B

10 -18 -20 18 33 51 32 14 3
=|52 60 —80]+ —72 -138 —24&]+E2 13 —12]
—36 46 62 60 114 204 8 11 12

-5 -10 -20

+|-5 -15 —5]

-5 -5 =25

2A* —3AB+ BC—-5B =|-13 -200 -343

57 166 253

55 19 14 ]

1.5 MATRIZ RENGLON

Una matriz que tiene un solo renglon y n columnas (1 x n) se llama matriz

renglon.
A=lay ay - ay,

Ejemplo 11.
A=[1-8 5 7]

1.6 MATRIZ COLUMNA

Una matriz columna es aquella que contiene m renglones y una columna (m x 1).

Ejemplo 12.
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1.7 MATRIZ NULA

Una matriz nula o cero, es aquella cuya totalidad de elementos es cero.

0 0 0 o - 0
0 0 0:C= ( )
0 0 0 0o - 0

1.8 MATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR

Ejemplo 13.

4=1p g]’B=

Se llama matriz triangular superior a una matriz cuadrada que debajo de la
diagonal principal tiene solamente ceros. Que se denota por aij= 0 parai>j.

Ejemplo 14.

1.9 MATRIZ TRIANGULAR INFERIOR

Una matriz triangular inferior es una matriz cuadrada que arriba de la dia-
gonal principal tiene solamente ceros. Que se denota por aij = 0 parai<j.

Ejemplo 15.
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1.10 MATRIZ DIAGONAL

Una matriz es diagonal si es triangular superior y triangular inferior simulta-
neamente. La siguiente matriz cumple con estas condiciones

ky, 0 0
p=|0 k [:-‘
0 0 ks

en donde se puede ver que sus elementos d;; = () para i #j

Ejemplo 16.
8 0 0
D=0 3 [}‘
0 0 4

1.11 MATRIZ ESCALAR

Si en una matriz diagonal los elementos @; son iguales a un escalar o nimero real
kparatoda i, es decir, a;; = k;paratodai = 1,2,3, ..., donde sik; =k, = .=k, =k,
entonces la matriz resultante es llamada matriz escalar, de la siguiente forma

ag={kparai=jy0parai#j}.

k 0 0
A=10 k ﬂ]
0 0 k
Ejemplo 17.
5 0 0
A=|0 5 0
0 0 5
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1.12 MATRIZ IDENTIDAD

Si en una matriz escalar k£ = I, la matriz resultante es llamada matriz identi-
dad y se le denota por /. Denotada por:

tsii=j

I=[8;| con §; {Osiiabj
1 0 0
I=IU 1 U‘
0 0 1

Ejemplo 18. Sea f'(x) = 20— 3+ 4 51, encuentre f{A), si
-1 2 3
A= ’—3 1 —2]
-5 =1 3

Solucion
F(A) = 24% — 34% + 44 - 5]

-1 2 311 2 3
A2=|-3 1 =2|[-3 1 =2
-5 -1 3Jl-5 -1 3

=[(3-3+10) (-6+1+2) (-9-2-6) 0 -3 -17

(1-6—-15) (-2+2-3) [—3—4+9)‘ -20 -3 2
(5+3-15) (-10-1-3) (-15+2+9) [—7 -14 —4]

60 9 —6
—34% = 30 9 51 ]
-1 2
A3 =447 = [—3 -2] [ —3 -17 ]

-5 -14 -4
(20+20-21) (3-6—42) (-2-34-12) _45 —48
(60+10+14) (9-3+28) (-6-17+8) [ _15]
(100-10-21) (15+3-42) (-10+17-12) —24 -5
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19 —45 —48 38 —-90 -96
243=2|84 34 -15|=|168 68 —30
69 —24 -5 138 —-48 —10

-1 2 371 [—-4 g8 12
4A=4l—3 1 =2|l=|-12 4 —8}
-5 -1 31 l-20 -4 12
1 0 0] [-5 0 O
—51=-5l0 1 ol=|0 -5 0}
oo 1] lo o -5
38 —-90 -96 60 9 —6 —4 8 12
F(A)=l168 68 —30|+]|-30 9 51‘+ -12 4 —8}
138 —-48 —10 21 42 12 -20 -4 12
-5 0 0
+/0 -5 0
0 0 -5
89 -73 -90
=|126 76 13 }
139 —-10 9

1.13 MATRICES ELEMENTALES

Las matrices elementales son aquellas matrices cuadradas que se pueden ob-
tener a partir de una matriz que en su diagonal principal contiene unos y el
resto de los elementos en la matriz son cero, mediante una sola operaci6n

elemental en los renglones.
Ejemplo 19.

1040 se suma menos siete veces
a) 0? é 11} el renglén uno al renglon tres

00 1 .
con el tercer renglém

b) ll 0 0‘ [se intercambia el segundo rengIén]
0 1 0
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1.14 MATRIZ TRANSPUESTA

La matriz transpuesta resulta de intercambiar los renglones por columnas de
una matriz dada 4, es llamada la matriz transpuesta de A y se denota por A'.

Ejemplo 20. Dada la matriz

1 -7 6
A:[g -2 1] encuentre Al
5 -9 8
1 3 5
AE=[—7 -2 —9]
6 1 8

1.15 MATRIZ SIMETRICA
Una matriz simétrica, es una matriz cuadrada 4 = /a;/ que es igual a su trans-
puesta, tal que a;; = aj;.

Para una matriz simétrica 4, se cumple que 4 = A4’

Una matriz simétrica B se puede obtener a partir de la matriz A4, si cumple
con la relacion B = 4 + A'.

Ejemplo 21. Dada la matriz

1 -2 3
A= [ 3 —4 1] encuentre una matriz simétrica.
5 -1 5
Solucion
1 =2 3] 1 3 5 2 1 a8
B=A+A"=|3 -4 1|+|-2 -4 -1|=|1 -8 0
5 -1 5. 3 1 5 8 0 10
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Esta matriz es simétrica como se comprueba a continuacion:

2 1 8 2 1 8
B=|1 -8 0 |yB'*'=B=[1 -8 0
8 0 10 8 0 10

Por lo tanto, se cumple que B = B’

1.16 MATRIZ ANTISIMETRICA
Una matriz antisimétrica es una matriz cuadrada 4 = [a;/ que es igual a
menos su transpuesta, tal que a; =-a ;.

Para una matriz antisimétrica 4, se cumple que 4 = -A".

Una matriz antisimétrica B se puede obtener a partir de la matriz 4, con la
relacion B =4 — A’

Ejemplo 22. Dada la matriz

1 -2 3
A=|3 -4 1] encuentre una matriz antisimétrica.
5 -1 5
Solucion
1 -2 3] 1 3 5 0 -5 -2
B=A-A'=|3 -4 1|-|-2 -4 -1|=|5 o0 2
5 -1 5] 3 1 5 2 -2 0
0 -5 -2
B =|5 0 2
|2 =2 0

0 5 2 0 -5 =2
Bt=|-5 0 —2]=—[5 0 2]

-2 2 0 2 =2 0

Por lo tanto B = -B' y se comprueba que la matriz B es antisimétrica.
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1.17 PROPIEDADES DE LAS MATRICES

Sean las matrices A, B, C, de forma tal que las operaciones indicadas se pue-
dan realizar y sean k, r escalares, entonces se pueden establecer las siguientes
propiedades del algebra de matrices:

A+B=B+4 Propiedad conmutativa
AB+C)=A4B + AC Propiedad distributiva
(B+C)A=BA+ CA Propiedad distributiva para la suma
A(B—-C)=A4B—-AC = (B—C)4 = BA—-CA Propiedad distributiva
A+B+C)=A+B)+C Propiedad asociativa para la suma
A(BC) = (AB)C Propiedad asociativa para el producto
A+ (=4)=0 Propiedad reciproco o inverso aditivo
14 =4 Propiedad de la matriz identidad

14 =41 =4 Propiedad de la matriz identidad

kA = Ak Producto escalar

La resta de matrices no es conmutativa, es decir, A—B#+ B —A

La conmutatividad para el producto de matrices por lo general no se cum-
ple; ya que existen matrices A y B tales que: AB # BA.

Se deja al alumno comprobar las propiedades propuestas con matrices no
cuadradas.

1.18 OPERACIONES ELEMENTALES SOBRE
LOS RENGLONES DE UNA MATRIZ
Las operaciones que se realizan en una matriz son las siguientes:
1. Se puede multiplicar un renglén por un escalar diferente de cero
2. Se pueden intercambiar dos renglones

3. Se puede sumar un multiplo de un renglén a otro.
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1.19 MATRIZ ESCALONADA

Una matriz A se dice que estd en su forma escalonada si es una matriz trian-
gular como se verifica en la siguiente matriz A

1 0 8
A=10|1 5
0 01

1. En la matriz 4, arriba de cada escalon debes encontrar un uno, los cua-
les llamaremos pivotes (uno principal), debajo de cada pivote se encuen-
tran solamente ceros.

Propiedades

2. También se puede observar que en dos renglones sucesivos el pivote del
renglon de arriba estd a la izquierda del pivote del renglon de abajo.

3. Cualquier renglén que conste de ceros exclusivamente se colocara en la
parte inferior de la matriz.

4. Si arriba y abajo de los pivotes todos los elementos son ceros entonces
decimos que la matriz A fue llevada a su forma escalonada reducida.

N

El proceso para llevar un matriz a su forma escalonada es conocido como
el proceso de Gauss 'y el proceso para llevarla a su forma escalonada reduci-
da se le llama el proceso de Gauss-Jordan.

A=

Este proceso de escalonamiento se realiza con las operaciones elementales,
por ello, es importante establecer un método para obtenerlo. Al realizar una
operacion entre renglones el tltimo renglon que se presenta en la operacion,
es el que se transforma, es decir, si indicamos la operacion 2R+ R, el renglon
que cambia es R, el renglon R; no se modifica, al renglon R; le llamaremos
renglon pivotal y al uno principal de este renglon le llamamos como se men-
ciond antes pivote.
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Se presenta a continuacion el proceso de escalonamiento a detalle.

Ejemplo 24. Dada la siguiente matriz

1 3 2
A=|-1 -5
-1 -1 1
Solucion:
1

2

A

(- 2}R2+R3 0 1

1 3

lR [
4501—5

0 0

—1‘ llevarla a su forma escalonada.

1 3 2
-1 —5 - 1
-1
se sumo el rengléon uno
—2 1 al
11 renglon dos

se sumo el renglén
2 1 .
uno al renglon tres

dos por menos un medio

1 o Tgnd ,
—ZR; |o 1 ‘ [ Se multiplicé el renglon ]

dos por menos dos y se

Se multiplicé el reng!ﬁn]
sumd al renglon tres

se multiplico el renglon tres
por un cuarto
1

Se puede observar que la ultima matriz esta ya en su forma escalonada.
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A continuacion, llevaremos ahora esta matriz a su forma escalonada re-
ducida

1
1 0 =
—3R,+R, 21 [S e multiplico menos tres veces el renglﬁn]
~ 0 1 - > dos y se sumd al renglon uno
0 0 1

1 0 0
_ 1 Ri+R, 1| [Se multiplicé menos un medio el rengtﬁn]
tres y se sumo al renglon uno

1R3+R2 0 2 g Se multiplico un medio el renglﬁn]
2 - 0 0 1 tres y se sumo al renglon dos

Se observa que la propiedad cuatro se cumple, por lo tanto, la matriz ya
esta en su forma escalonada reducida.

1.20 RANGO DE UNA MATRIZ

Sea una matriz 4, si esta matriz es llevada a su forma escalonada, los renglo-
nes diferentes de cero definen el rango de la matriz y éste sera igual al nimero
de renglones diferentes de cero.

También el rango de una matriz es el mayor de los drdenes de los menores
no nulos que podemos encontrar en la matriz. Por tanto, el rango no puede ser
mayor al nimero de filas o de columnas.

Ejemplo 25. Calculemos el rango de la siguiente matriz:

A=14 5 6

5 7 9

123]
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Solucion.

En el primer paso usamos como pivote el elemento aj;:
1 2 3
4 5 6|=
5 7 9
1 0 -1
=0 1 2

0o 0 0

4R, +R,
5Ry+R;

La ultima matriz de 4, muestra en cada renglon no nulo hay una entrada

no nula tal que todas las entradas por debajo de ésta (en la misma columna)
son cero. El rango de B, decimos es incompleto, e igual el nimero de sus ren-
glones no nulos: #(B) = 2.

1.21 MATRIZ INVERSA

Una matriz cuadrada 4, tiene inversa si existe A/ cumpliéndose que,

AlA=44"1=1
Donde A es la matriz inversa de la matriz A.
Propiedades de la matriz inversa (47)
1. Lainversa de una matriz invertible es unica
2. Si Ay B son invertibles 4B es invertible y (4B)"'= B4

3. Si 4 es una matriz cuadrada y k es un entero positivo, entonces, 4¥ = 4
A A....A, con k factores.

4. Si A" existe, entonces A™ = A1A1 4L ... A7, con k factores
5. (4= 4

6. (kA) 1= ifl‘l conk#0 €R
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La utilidad de las matrices elementales y la técnica de eliminacion de
Gauss-Jordan proporcionan un método general para calcular la matriz inver-
sa de una matriz invertible.

Método

1) Coloque la matriz A con la matriz identidad / del mismo orden de 4
como se ve a continuacion y la llamaremos matriz ampliada

[411]

2) Realizar operaciones elementales en los renglones de la matriz amplia-
da, utilizando el método de Gauss-Jordan; de tal forma que en donde
estd A quede la identidad / y en donde estd / quedara una matriz que
llamaremos matriz inversa (A7) esto es,

[1]147]

Si en el proceso de eliminacidn, resulta un rengléon compuesto exclusiva-
mente de ceros, entonces la matriz 4 no tiene inversa y se detiene el proceso.

1.22 MATRIZ SINGULAR

Definicion de matriz singular. Una matriz A se denomina singular si no tiene
inversa.

Ejemplo 26. Dada la matriz

1 -3 2
A=14 -1 -2 ]; encuentre su matriz inversa, si es que existe.
1 -4 3
Solucion

Para encontrar la inversa de 4, se le adjunta la matriz identidad /, esto es
[4 | 1], se encuentra su matriz escalonada reducida, de tal forma que en don-
de estd 4 se obtendrd la identidad / y en donde esta / obtendremos la matriz
inversa (47/)
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1 -3 2] 10 0
[A|I]=[4 -1 -2/ 0 1 0]
1 -4 3] 0 0 1

(—)R; + R,
1 -3 21| 1 0 ﬂl

=[ﬂ 11 -10f -4 1 0
0o -4 3| 0 01

(_1)R1 + Rs
1 -3 2 | 1 0 0
=|0 11 -10] —4 1 ﬂ]
0 -1 1] -1 0 1
R, & R,

1 -3 2| 1 0 0
=l0 -1 1] -1 0 1
0 11 -100 -4 1 0

(_ 1)Rz

1 -3 2|1 1 0 0
=|0 1 -1] 1 0 —1]
0 11 -100 -4 1 0

3R, + R,

1 0 -1 4 0 -3
=0 1 -1] 1 O —1]
0 11 -100 -4 1 0
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(—11)R, + R,

10 -1 4 0 -3
=[a 1 -1 1 0 —1]
0 0 1| =15 1 11
R, + R,

10 o0 =11 1 8
=lu 1 -1 1 0 —1]
0 0o 1| =15 1 11
R;+R,

1 0 o =11 1 8
=[u 1 0 -14 1 lﬂ]
0 0o 1 -15 1 11

-11 1 8
A= =14 1 10
-15 1 11

Comprobamos que 44™/=]

1 -3 2 -11 1 8
AATY|4 -1 =2 -14 1 10 |=
1 -4 3 -15 1 11
(-11+42-30) (1-3+2) (8-—30+22)
=[(—44+14+30) (4—1-2) (32-10-20)|=
(-114+56—-45) (1—-4+3) (8—40+33
100
={0 1 0
0 0 1

41
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Ejemplo 27. Dada la matriz

2 3 1
A=1-1 1 3], encuentre su inversa si ésta existe.
1 4 4
Solucion
[A111
2 31 1 0 0 -1 1 3 0
=[(-1 1 3 0 1 0|R, &R, |2 3 1] 1
1 4 4 0 0 1 1 4 4] 0

1 1 3 0 1 0]—R,+Rg [1 -1 -3
=lo 5 71120 0 5 7]
o0 5 77 01 1 —-BR o o o]
—1 1 3] 0 1 0]—R,+ Ry [1 -1 -3
=lo 5 7,120 0 5 7]
0 5 77 01 1] —-R lo o o

Como un renglon se hace cero, la matriz 4 no tiene inversa. La matriz 4 al

no tener inversa es una matriz singular.

oo =

= oo

=R
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Ejercicios propuestos
1. Escriba un ejemplo de una matriz de orden 2x2 que cumpla con las si-
guientes condiciones:
a) Antisimétrica.
b) Triangular inferior, no diagonal.
c¢) Simétrica y escalar.
d) Simétrica, escalar y no diagonal.
e) Triangular inferior y escalar.

2) Dadas las matrices A3x4; B4x4; C3x3; D4x5; E3x1; F2x4; sin hacer uso de la
forma desplegada, determine cuales de las siguientes operaciones estan
definidas. En el caso de que la operacion esté definida indique el orden de
la matriz resultante.

3) Obtenga la matriz inversa de B utilizando el método de Gauss-Jordan

1 -1 0
B=slo 1 o
2 0 1

4) Dada la matriz

2 -4 5
se pide lo siguiente:

a. Calcule Z°!

b. Calcule la expresion Z2 — 5Z + 21

Encuentre los valores de ¢, para los cuales la matriz A no tiene inversa.

t 2 3
t t 1

t t t—3

A=







CAPITULO 2

DETERMINANTES
“Se veria que mis convicciones son el resultado,
no de prejuicios de nacimiento,
sino de un examen profundo”.
AucusTIN Louis CAucHY
ANTECEDENTES!

No es sorprendente que los comienzos de matrices y determinantes surjan a
través del estudio de sistemas de ecuaciones lineales. Cardano, en “Ars Magna”
(1545), da una regla para resolver un sistema de dos ecuaciones lineales que 1la-
ma “regula de modo” y que llama “madre de reglas”. Esta regla resuelve como
la regla de Cramer un sistema cuadrado de orden dos, pero no alcanza la defi-
nicion de un determinante; de cualquier manera su método lleva a la definicion.

La idea de un determinante se conoce inicialmente en Japén antes de que
se conociera en el continente europeo. En 1683, Seki escribi6 el “Método” de
resolver los problemas que contienen métodos matriciales escritos en tablas
exactamente de la manera en que se construyeron los métodos chinos. Sin
tener ninguna palabra que corresponda a “determinante”, Seki introdujo de-
terminantes y dio métodos generales para calcularlos basandose en ejemplos.
Utilizando sus “determinantes”, pudo encontrar determinantes de matrices
cuadradas de orden dos a cinco.

1 Véase De Gracia, R., y Santos, J. (2019).
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Una década después se conoce en Europa el concepto de determinante en
la carta que Leibniz escribi6 a de ’Hopital. Estaba convencido de que la bue-
na notacion matematica era la clave para el progreso, por lo que experimento
con diferentes notaciones para los sistemas de coeficientes. Sus manuscritos
no publicados contienen mas de 50 formas diferentes de escribir sistemas de
coeficientes en los que trabajo durante un periodo de 50 afos a partir de 1678.
Soélo dos publicaciones (1700 y 1710) contienen resultados sobre sistemas de
coeficientes y utilizan la misma notacion que en su carta a de ’Hopital.

Leibniz us6 la palabra “resultante” para ciertas sumas combinatorias de
términos de un determinante. Probd varios resultados sobre los resultados,
incluida la regla de Cramer. También sabia que un determinante podia ex-
pandirse usando cualquier columna, lo que hoy se conoce como la expansion
de Laplace. Ademas de estudiar los sistemas de coeficientes de ecuaciones
que lo llevaron al célculo de los determinantes, también estudid los sistemas
de coeficientes de formas cuadraticas que condujeron naturalmente hacia la
teoria de matrices.

En la década de 1730, Maclaurin escribi6 el “Tratado de Algebra”, aunque no
se publico hasta 1748, dos afos después de su muerte. Este, contiene los prime-
ros resultados publicados sobre determinantes que prueban la regla de Cramer
para sistemas cuadrados de orden dos y tres, e indican como funcionaria el caso
de matrices cuadradas de orden 4. Cramer establecio la regla general para los
sistemas de orden 7, en el articulo “Introduccion al analisis de curvas algebrai-
cas” (1750).

Cramer explico con precision como se calculan estos términos como pro-
ductos de ciertos coeficientes en las ecuaciones y como se determina el sig-
no. También explica como los n numeradores de las fracciones se pueden
encontrar al reemplazar ciertos coeficientes en este cdlculo por términos
constantes del sistema.

El trabajo sobre los determinantes ahora comenzo a aparecer regularmente.
En 1764, Bezout dio métodos para calcular los determinantes, como lo hizo
Vandermonde en 1771. En 1772, Laplace afirmé que los métodos introducidos
por Cramer y Bezout no eran précticos y, en un articulo en el que estudio las or-
bitas de los planetas internos, analizé la solucion de los sistemas de ecuaciones
lineales sin realmente calcularlas, mediante el uso de determinantes. Sorpren-
dentemente, Laplace us6 la palabra “resultante” para lo que ahora llamamos el
determinante: sorprendente, ya que es la misma palabra utilizada por Leibniz,
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sin embargo, Laplace debe haber desconocido el trabajo de Leibniz. Laplace
desarroll6 la expansion de un determinante, que ahora lleva su nombre.

Lagrange, en un articulo de 1773, estudio las identidades de los determi-
nantes funcionales de matrices cuadradas de orden tres. Sin embargo, este
comentario se hace en retrospectiva ya que el mismo Lagrange no vio ningu-
na conexion entre su trabajo, el de Laplace y Vandermonde. Este documento
de 1773 es referente a mecanica, sin embargo, contiene lo que ahora consi-
deramos como la interpretacion del volumen de un determinante, de manera
primigenia.

El término “determinante” fue introducido por primera vez por Gauss en
“Disquisitiones Arithmeticae” (1801) al discutir formas cuadraticas. Utilizo
el término porque el determinante permite establecer las propiedades de la
forma cuadratica. Sin embargo, el concepto no es el mismo que el concepto
actual de determinante. En el mismo trabajo, Gauss establece los coeficientes
de sus formas cuadraticas en matrices rectangulares. Describe la multipli-
cacion de matrices (que ¢l considera una composicion, por lo que atn no ha
alcanzado el concepto de algebra matricial).

Fue Cauchy en 1812, quien us6 el concepto de “determinante” en su senti-
do moderno. Este trabajo es el mas completo de los primeros sobre determi-
nantes. Prob6 y discrepo los resultados anteriores y dio sus propios resultados
en menores y adjuntos. En el documento de 1812, el teorema de multiplicacion
para determinantes se probo por primera vez, aunque en la misma reunion
del Instituto de Francia, Jacques Philippe Marie Binet, también ley6 un docu-
mento que contenia una prueba del teorema de multiplicacion, pero fue menos
satisfactorio que el de Cauchy.

Arthur Cayley, en 1841, public6 la primera contribucion inglesa a la teoria
de los determinantes. En este documento, usé dos lineas verticales a cada
lado de la matriz para denotar el determinante, una notacion que ahora se ha
convertido en estandar.

Weierstrass utilizé una definicion axiomatica de un determinante en sus
conferencias y, después de su muerte, se publicé en 1903, la nota sobre “Teo-
ria de los determinantes”. En ese mismo afio, también se publicaron las con-
ferencias de Kronecker sobre los determinantes, nuevamente después de su
muerte. Con estas dos publicaciones, se establece de manera formal, la teoria
moderna de los determinantes, pero la teoria matricial tardé un poco mas en
convertirse en una teoria plenamente aceptada.
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2.1 CONCEPTO DE DETERMINANTE DE UNA MATRIZ

Definicion de determinante. Un determinante es una funcion que asigna un

numero real a una matriz cuadrada.

La interpretacion geométrica a partir de una matriz cuadrada de orden dos

es la siguiente:

Se de forma general una matriz de
2x2

A= ayy a12]

T laz ax;

Teniéndose los elementos numéricos
siguientes:

a=[; 2

Se asume que las columnas de la matriz 4,, conforman los pares ordenados en
al plano cartesiano (x,y), lo que permite su representacion geométrica.

Se pueden establecer entonces 4reas definidas para los cuadrados () y

tridngulos (2 bh) que se definen como:
IT, = &rea de AHC =Y2 (2)(1) =1
IL=4reade HIJIC=(1)(1) = 1
IL=areade CDI=% 2)(1) = 1
I;=4reade EBD=" 2)(1) = 1
II; = area de EBFG = (I)(1) = 1
Iy=areade AGB="% (2)(1) =1
Il = 4rea AIDF =(3)(3)=9
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Definimos como el area del rombo (k) al drea total (A1) menos la suma
del resto de las dreas obtenidas (711 a I16), definido como:

5]
n,,=nT—Zn,=9—5=3
i=1

Por lo tanto, el determinante de la matriz A sera I1,.

Sea A una matriz cuadrada de cualquier orden, se representa simbolica-
mente al determinante de 4 como |4| o det (4)

La diferencia entre una matriz y un determinante consiste, en que mientras
la matriz es un arreglo rectangular de nimeros en filas y columnas, el deter-
minante es un nimero perfectamente definido y asignado a una matriz.

2.1 DETERMINANTE DE ORDEN DOS

a a . .
Sea A= [a;i aiﬂ una matriz cuadrada de orden dos, entonces su determinan-

te queda definido por:
— |a11 a;

=dy10y7 — 0y50
s a21| 11422 12821

Se puede observar que el producto de arriba abajo de izquierda a dere-
cha es positivo y que el producto de derecha a izquierda de arriba abajo es
negativo.

Ejemplo 1. Sea la matriz 4 = [g ;], calcule el |4]
Solucion

21

i =@e®-0E =65=1
Ejemplo 2. Sea la matriz B = [:i é], calcule el |B|

Solucion
B=[3 J=-3®-@H=-15+8=-7
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2.2 DETERMINANTES DE ORDEN TRES

En los determinantes de orden tres existen varias formas de calcularlos, uno
de los métodos consiste en repetir las dos primeras columnas a la derecha del
determinante, otro en repetir los dos primeros renglones en la parte inferior
del determinante, otro método es el llamado del tridngulo; estos métodos se
les conoce como el método de Zarrus y por ultimo el método de menores y
cofactores. Es importante remarcar que los métodos de solucion senalados
anteriormente solo son validos para determinantes de orden tres, con excep-
cion del método por menores y cofactores que es un método general aplicable
a determinantes de cualquier orden.

2.3 REGLA DE ZARRUS PARA LA SOLUCION DE DETERMINANTES
DE ORDEN TRES
Q17 Q1 Qg3
Dada la matriz A = |@21 @22 @23, para encontrar el determinante
A3; Q3 GAgzj
asociado por el método de Zarrus se pueden utilizar las siguientes técnicas.

2.3.1 Solucion por el método de repetir columnas
Qi1 Gz Qg3

dz1 Qzz dazz
A3z, dzz dzz

1Al =

Este método consiste en repetir las dos primeras columnas, después de la
tercera columna como se ve a continuacion

A1 Q12 443
Qz1 3z Adzs
az; dzz dszz ' ' Q33

= 2 ) ayz

1Al =

Se puede observar que a partir de la diagonal principal existen tres para-
lelas de tres elementos cada una a las cuales se les asocia un signo positivo y
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a las diagonales a partir de la segunda diagonal principal se les asigna signo
negativo, como se ve en la representacion de arriba quedando el determinante
como:

Ay Gz Qg3 Q17 Gz Q3| Q11 Qg2
[A] = (@21 Q22 Q23| = (G211 G2z Gz3|d21 Q22
Az, A3z dzz Q31 Qzp; dzz|dz; A3z

= (@11052033 + 01353037 + Gy307103;) — (A1385,031 + 01105383, + 1,051a33)
2.3.2 Solucién por el método del triangulo

Este método consiste en multiplicar la diagonal principal, luego se le suma
una de las diagonales secundarias multiplicada por el extremo opuesto, luego
se le suma la otra diagonal secundaria multiplicada por el extremo opuesto,
todos estos sumandos son positivos salvo que algin numero en estas diagona-
les no los cambie. Esto se puede ver a continuacion

= (‘111“-22“-33 + a3103,a13 + a45a5303;) — ()

Los numeros negativos se obtienen de forma semejante con la segunda
diagonal principal como se muestra a continuacion

Q11 Gy

AA23| = () — (A3102203 + Q11837053 + Q51833a,3)
25T)

|A|] = (a11a52033 + Q3183043 + @13053031) — (G1305,031 + 01051033 + A5303,0,4)
Por lo tanto
|Al = (@11022G33 + Q31832043 + A12033031) — (A13022031 + 012051033 + A330320,1)

El cual es la misma solucion que de repetir columnas. El método de repe-
tir renglones consiste en repetir los dos primeros renglones debajo del tercer
renglon, formandose ternas semejantes al método de repartir columnas y al
método del triangulo
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Ejemplo 3. Calcule el determinante de la matriz siguiente:
1 3 -3
A=|-2 1 4
2 4 -5

Solucion por el método del tridngulo

1 3 -3
-2 1 4 |=[DME5)+(E2)H(E3) + 3D @)]
2 4 -5

= [(3)D@) + O@DHQA) + B)(=2)(-5)]
=-5+23+24+6-16—-30=3

Solucion por el método de repetir columnas

1 3 -3]1 3
-2 1 4(-2 1=
2 4 512 4

=[5+ B2 + (-3)(-2)(@)]
—[((3M@ + D@@ + B)(=2)(-5)] =3

2.4 MENORES Y COFACTORES

Este método es un método general para calcular determinantes para matrices
cuadradas de cualquier orden.
ﬂ2_1 ﬂz_z G-z_s

Definicion de determinante. Si tenemos la matriz cuadrada 4n = :
Ay Gpg - Opp

definimos entonces el determinante, de la siguiente forma:

det(A) = |A| = Zaij(—1)i+f|Mij Lconl=1,..,n, j=1..n

ai1 Q12 e 1113]
2

donde |Mj; | es un determinante menor que resulta de eliminar el renglon iy la
columna j; por otra parte a; = — (-1)"7 M, a ay, se le conoce como el cofactor
del elemento a;.

Aplicando este método a las matrices de orden tres, como la siguiente ma-

triz 4:
a;y Qg 4g3
A=|Qz1 a2 4az3

A3y d3zz Qzg
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Dada la definicién anterior, obtenemos

det(A) = |A| = Zaij(—l)fﬂ' IM;;|,con1 =123 j=123;estoes

Q1 Gy Qg3

a;; dzz a;; dzz Az; Ay
Al =21 Q22 ax3|=a | |—a | | a |
4] a a a 11laz; ass 12laz; ass 3laz; as;
31 Q32 033
. . 1 3 -3
Ejemplo 4. Dada la matrizA=|-2 1 4 [, encuentre el |A|, por el método

de menores y cofactores 2 4 -5
Solucion

Fijaremos el primer renglon y sustituiremos las columnas empezando por
la columna uno.

_1 3 —3= 1 4| -2 4 -2 1
22 tll _45 (1)|4 —5| (3)|2 —5|+( 3)|2 4

= M2 - )@ + (-3)(-10)
=-21-6+30=3

El determinante es el mismo que el obtenido en el problema 3.

Es conveniente aclarar que el determinante se puede obtener fijando el
renglon o la columna que se quiera, teniendo cuidado de poner el signo que le
corresponda a cada menor. El cual se obtiene de la manera siguiente:

(‘DHJ{ 1ls‘1-t +{( es par
—1sii+jesimpar

El método de menores y cofactores puede hacerse muy largo de trabajar so-
bre todo cuando el orden de los determinantes es de cuatro o mas. La solucion
se puede simplificar aplicando las operaciones elementales entre renglones y
columnas.

Ejemplo 5. Encuentre el determinante de la matriz

1 3 -3
A=|-2 1 4

2 4 -5
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Solucion

1. Se selecciona, bien sea, un renglon o una columna (si no lo hay se obtie-
ne con operaciones entre renglones o columnas)

2. Seleccionemos el uno que se encuentra en el primer renglon

1 3 -3 2R, + R;;1 3 -3
-2 1 4 0o 7 =2
2 4 -5|-2R, + Rz;l0 -2 1

3. Se aplica el método de cofactores

13 -3
0 7 —2[=|7, F|=7-4=3
0 -2 1

Obteniéndose el mismo resultado que el ejemplo 4.

También se puede encontrar la solucion de un determinante utilizando la
matriz triangular.

Teorema 1. Si A es una matriz triangular de orden n, el det(A) es el produc-
to de los elementos de la diagonal principal, esto es, det(4) = ay; a...... Ay

Ejemplo 6. Encuentre el determinante de la matriz A4, utilizando el teorema 1
1 3 -3
A=|-2 1 4
2 4 =5
Solucion

Se reduce la matriz 4 aplicando operaciones elementales a fin de obtener
la forma escalonada

1 3 -312R, + R,;1 3 =-313R; + R;|1 3 -=3|2R, + R;j1 3 -3
-2 1 4 = 0 7 -2 = 0 1 1 = 01 1
2 4 -5[-2R, + R;I0 -2 1 0 -2 1 0 0 3
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Aplicando el teorema obtenemos

1 3 -3
01 1[=1DMWEAE) =3
0 0 3

Podemos también realizar la siguientes operaciones

2 —
1 3 =31 2Ry + Ry1 3 —37R2+R333 13 3
-2 1 4 = o 7 —2[7° _ 3 =(1)(7)(§)=3
2 4 -5/—2R, + Rylo —2 1 = 00

Teorema 2. El determinante de una matriz cuadrada 4 es igual a cero, si'y

solo si, la matriz 4 es singular.

det (A) = 0 > A es singular

Teorema 3. Una matriz cuadrada 4 es invertible, siy solo si, el determinan-

te de la matriz A es diferente de cero

det (4) # 0

2.5 PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

Sean 4 y B dos matrices cuadradas, entonces las siguientes propiedades se
cumplen.

1.

il.

Si en la matriz 4 existe un renglén o una columna de ceros, el det (4) = 0

10

SiA= 2 0

PEEE

Si en la matriz 4 existen dos renglones (o columnas) iguales o proporcio-
nales, entonces det (4) = 0

1 2 3 1 2 3
A=|2 4 6|entonces|A|=|2 4 6|=8+0-12+12+0—-8=0
-1 0 2 -1 0 2
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iii. Si en una matriz A4 se intercambian dos renglones o columnas entonces el
det (A) se multiplica por (1)

1 2)_ 3 4] _

3 4="2v ] 3|=2

Se puede observar que en el segundo determinante se intercambiaron los
renglones con respecto al primer determinante.

iv. El determinante de la matriz 4 es igual al determinante de su transpuesta,
esto es, det (4) = det (A")

1 2 3 1 0 0
[Al=10 2 =2|=12 y |Af=]2 2 o0|=12
0 0 6 3 -2 6

v. Siuna matriz 4 tiene un renglén o columna el cual es un multiplo escalar
k diferente de cero, éste se pude factorizar del determinante de 4.

2 4 6 1 2 2
-1 1 0|=2(|-1 1 0
4 -3 1 4 -3 1

vi. Dada una matriz cuadrada A de orden n y k un escalar, se cumple que,
det (kA) = k"det (4)
Sea A una matriz cuadrada de orden 4, si |A| = 4, obtenga [3A|
BA|=3%A| =3 4A) =324

vii.Dadas 4 y B, el determinante del producto de 4 y B es igual al producto de
los determinantes de 4 y B, esto es, det (AB) = det (4) det (B)

Sea A = [; :é] y B= [g :Z], se cumple que

l=|} 2|=-s+6=1181=[2 )|=-12+15=3
det(4) det(B) = ()(3) = 3

S [ e S BR JE
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Se cumple que el det(4) det(B) = det (AB)

viil. El determinante de la matriz identidad (1) es igual a uno

det (I) = 1
1 0 0
01 ol=(D(M(D=1
0 0 1

ix. El determinante de una matriz triangular superior o inferior es igual al
producto de los elementos de la diagonal principal

x. Una matriz cuadrada A4 es invertible si y solo si el det (4) # 0

2.6 MATRIZ DE COFACTORES

Definicion de matriz de cofactores. Sea A una matriz cuadrada de orden n y si
es cofactor del elemento de la matriz 4, entonces la matriz resultante se llama
matriz de cofactores de A

Ay,  Qyp ... Qg
caf(A) — ﬂ251 az}z az;:
An1 Qpz -t G3p

a;j = (_l)iHMij

2.7 MATRIZ ADJUNTA

Definicion de matriz adjunta. La matriz adjunta de 4 es la matriz transpuesta
de cofactores de 4, Adj(A) = (Cof A)’

a1 Gz Ay
adjA = (IzEl az}z aniz

aln a2n et ann
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Una vez que hemos estudiado los determinantes y definido la matriz ad-
junta calcularemos la matriz inversa de una matriz 4 con el siguiente teorema.

Teorema 4. Si A es una matriz cuadrada de cualquier orden invertible,
decimos que la matriz inversa de 4, es igual a la matriz adjunta de 4 entre su
determinante.

4ot = A
1Al

|A] # 0

. a b
Sea 4 una matriz cuadrada de orden dos, dada por A = [ c d] para ob-
tener su inversa por el método de la matriz adjunta, realizan los siguientes
pasos:

1. Calcular el determinante de A
_la b| _ _
|A| = |c d| = ad — bc

2. Se obtiene la matriz adjunta

Q2= —C  Qz=0

.._[d =b
adjA = [—c a ]

3. Aplicando el teorema 4, se obtiene
1 1d —b]

-1
A T ad—bcl-c a

Esta relacion nos permite calcular en una forma rapida la inversa de una
matriz cuadrada de orden dos.

_[d -b
a= 5 7
Ejemplo 7. Dada la matriz

A= [i g], encuentre su matriz inversa.
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Solucion
A_1=%[—31 2 e a=E T
Comprobacion
] Y ey
art=[y )

Ejemplo 8. Dada la matriz 4 = [_12 _3 6]’ encuentre su inversa.

Solucion

1 -6 —31 1lr_g _
A_1=—6+6[26 13]=6[26 13]

A! no existe ya que se presenta una indeterminacion

1 -1 2
Ejemplo 8. Dada la matriz4 = |2 -4 3|, encuentre su matriz inversa.
3 1 4

Solucion

1. Se calcula el determinante de la matriz 4, para ver si tiene inversa.

1 -1 2
2 —4 3|=-16+4—-9+24-3+8=8=+0
3 1 4

Como el determinante es diferente de cero la matriz tiene inversa

2. Lamatriz adjunta de 4 es la matriz de cofactores de A transpuesta

an=|‘1‘* i|=(—16—3)=—19 a21=|_11 i|=—(—4—2)=6 ag,1=|:‘11 §|=(—3+8)=5

1 2)_
2 3

a13=|§ _14|=(2+12)=14 a23=|é _11|=—(1+3)=—4 a33=|; :1|=(—4+2)=—2

ap =% J=-@-9=1  an=|} J=¢-6)=-2 ay=] —3-4)=1

De las matrices calculadas, obtenemos

-19 6 5
Adjy=]1 -2 1
14 -4 -2
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Por lo tanto, podemos calcular la inversa de la matriz A

1[-19 6 5
At=gl1 -2 1

14 —4 -2
2 —4 2
Ejemplo 9. Dada la matriz A = g 02 —13] encuentre su matriz inversa.
Solucion
2 -4 2
A=|8 0 -3|=-80+60—-12+32=0
5 -2 1

La matriz 4 no tiene inversa ya que su determinante es igual a cero
Ejercicios propuestos

1. Calcule el rango de la siguiente matriz

2 -3 3 -1
A=13 -4 10 -7
3 =5 -1 4

2. Calcule el determinante de la siguiente matriz

Q11 Q12 G133 @4 dis
Qa1 Qzz Gp3 Oy GOgg
Q31 Qzz Q33 Gz4 Azs
Qg1 Qay Qa3 Oy Qs
As1 QAsz Q53 Osy  Qss

3. Calcule el determinante de la siguiente matriz utilizando el teorema del
calculo del determinante por matriz escalonada
1 2 4 1 1
0 5 3 2 3
7 8 1 0 1
-5 -3 0 -2 1
-3 0 -7 1 0

4. Obtenga la matriz inversa de A utilizando la féormula ﬁ Adj(A)

1 2 3
A-(g ) 1)
1 01



CAPITULO 3

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Dios hace aritmética
KARL FRIEDRICH GAUSS

ANTECEDENTES?

Los babilonios sabian cémo resolver problemas concretos que involucraban
ecuaciones de primer y segundo grado, usando complementacion de cuadra-
dos o sustitucion, asi como también ecuaciones cubicas y bicuadraticas, y
sistemas de ecuaciones lineales y no lineales.

Por su parte, los matematicos chinos durante los siglos III y I'V a.C. conti-
nuaron la tradicion de los babilonios y nos legaron los primeros métodos del
pensamiento lineal.

Por ejemplo, en el tratado “Nueve capitulos sobre el Arte Matematico”,
publicado durante la Dinastia Han, asi como un método para su resolucion,
conocido como la regla “fan-chen”, la cual, en esencia, es el conocido método
de eliminacion gaussiana de nuestros dias. Es interesante recordar el proble-
ma que dio origen a este sistema lineal, el cual es similar al planteado por los
babilonios.

Luego vendrian los aportes de los matematicos isldmicos y europeos, quie-
nes siguieron cultivando el pensamiento lineal. Por ejemplo, Leonardo de Pisa

2 Véase “Divulgaciones Matematicas”, vol. 14, nim. 2(2006).

T 61
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(1180-1250), mejor conocido como Fibonacci, en su obra “Liber Quadratorum”
publicada en 1225.

Los sistemas de ecuaciones lineales comenzaron a ser estudiados siste-
maticamente por Leibniz y Cramer a mediados del siglo XVIII. Este tltimo
matematico, expuso lo que hoy conocemos como regla de Cramer para los
sistemas de orden tres. A mediados del siglo XIX fue Cayley, al estudiar
las matrices, quien dedujo la formula general de la regla de Cramer y quien
expuso claramente la condicién necesaria y suficiente para que un sistema
cuadrado de ecuaciones lineales tuviera solucion unica, a saber, que la matriz
de los coeficientes del sistema fuera invertible.

Frobenius introdujo la nociéon de rango de una matriz en 1879, aunque en
relacion con los determinantes. Esta definicion permiti6 generalizar el teore-
ma que hoy conocemos como teorema de Rouche-Frobenius.

Gauss dedujo a principios del siglo XIX un método que permite resolver
cualquier sistema de ecuaciones lineales. Este método cay6 en el olvido pues
es mas engorroso que la presentacion matricial hecha por Cayley y por Fro-
benius. Jordan dedujo un algoritmo alternativo a la férmula presentada por
Cayley para calcular la inversa de una matriz. Hoy conocemos este método
como el algoritmo de Gauss-Jordan.

A medida que en otras disciplinas cientificas se iba encontrando que los
problemas se podian plantear en términos de sistemas de ecuaciones lineales
los matematicos se empezaron a preocupar de aspectos como el nimero de
operaciones en un algoritmo. Pronto se dieron cuenta que la formula para el
calculo de la inversa es muy costosa por el nimero de operaciones, mientras
que el método de Gauss exigia un nimero considerablemente menor.

Un problema muy complicado es el siguiente: ;De qué forma contribuyen
los errores de redondeo individuales al error total? Fue atacado por primera
vez por Von Neumann, si bien s6lo encontrd estimaciones muy complicadas.
Actualmente se utiliza el método de la pivotacion parcial, una ligera variante
del método de Gauss, para intentar que los errores parciales sean los menores
posibles. En 1948, el matematico inglés Alan Turing desarroll6 la factoriza-
cion LU.
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3.1 CONCEPTO DE ECUACION LINEAL

Definicion de una ecuacion lineal. Una ecuacion lineal es una igualdad donde
intervienen una o mas variables o incognitas a la primera potencia por deter-
minar.

ax;+axyt+-+ax,=b

Todos los valores que al ser substituidos en las variables de la ecuacion li-
neal, satisfacen dicha ecuacion y son llamados: solucion de la ecuacion lineal
o conjunto solucion (C.S)

Ejemplo 1. Dada la ecuacion lineal 2x + 4 = 0 encuentre su conjunto so-
lucion.
Solucion
4x -8=0;x=2
CS.={2}
dado que 4(2)-8=0

Ejemplo 2. Encuentre el conjunto solucion de la ecuacion 5x +y =19
Solucion
y=19—-5x

Para cada valor de x, se obtendra un valor de y, generalizando podemos
parametrizar la variable x. Si x = ¢ entonces y = 19 — 5¢; donde 1 € .

Por lo tanto, su C.S. = {{x, y) /x=1t, y = 19-5¢, t € R}. Se observa que existe
un numero infinito de soluciones.

En general se puede encontrar el conjunto solucion de una ecuacion lineal
en n-variables.

Un conjunto de ecuaciones lineales en las variables x;, x;,........x,, €s un
conjunto finito de ecuaciones lineales en dichas variables.
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Un sistema de ecuaciones lineales con m ecuaciones y n variables esté
dado por:
ay; Xrtapxyt o tay, X, = by
g Xytagxyt <o+ tay, x,= b,

A1 X1 Xot o Ty X, = bm

Determinamos que las a; son constantes y son los coeficientes de las va-
riables del sistema de ecuaciones, los b, son constantes, X, Xy,......., XX SONn
las incégnitas de la ecuacion lineal. Las constantes con doble subindice a;
se interpretan de la siguiente manera: el primer subindice (i) nos indica la
ecuacion en que se encuentran y el segundo subindice (j) nos indica a que
incognita esta aplicado.

3.2 SOLUCION DE UN SISTEMA DE ECUACIONES
LINEALES POR GAUSS-JORDAN

La solucién del sistema de ecuaciones lineales se puede obtener trasforman-
do el sistema de ecuaciones en un sistema equivalente que resulta mas facil
de resolver, lo que permite obtener un mismo conjunto solucion. Este nuevo
sistema se obtiene aplicando las operaciones elementales sobre los renglones
para obtener una matriz escalonada reducida.

Los sistemas de ecuaciones lineales pueden no fener solucion, solucion
unica, o solucion multiple.

Ejemplo 3. Encontrar el conjunto solucion del sistema de ecuaciones.

x+5+3z=7
3x+2y+4z=2
Sx—3y—4z=4|

Solucion:

Se resta 3 veces la primera ecuacion a la segunda y se resta 5 veces la pri-
mera ecuacion a la tercera.

x+5y+3z=17
3x+2y+4z=2
S5x-3y—-4z=4
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Se multiplica —11—3 la segunda ecuacion

x+5+3z=17
-13y —5z=-10
—28y—19z=-31

Se suma 28 veces la segunda ecuacion a la tercera y se resta 5 veces la
segunda ecuacion a la primera.
x+5+3z=17
y+5/3z=10/13
—28y -5z =23

. q- .y 13 5
Se multiplica la tercera ecuacion por —7- y se resta 13 veces la tercera

ecuacion a la segunda

L e
*TRTTT13
5 10
Yt3E= 13
107 129
13777 13

Se resta 17/13 veces la tercera ecuacion a la primera

PECTNN
*TRIPT T3
206
Y =107
129
107
Obteniéndose como resultado
106
* =107
206
Y =107
129

107
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Por lo tanto, su conjunto solucion esta dado por: C.S={ (X,y,z)/ x=2,y=1,
z =-3}; como se puede ver en este sistema tiene una solucion unica

Un sistema de m ecuaciones lineales y n incognitas también se puede ex-
presar matricialmente por medio de la ecuacion equivalente:

AX =B
Por lo tanto,
A1 o A12 @1 1[X1 bl
azi ... A2 ...A2n || X2 = bg

Qi - Az oee Aoy | [ X bn;

Como se puede observar 4 representa la matriz de coeficientes a;;, X re-
presenta la matriz columna de incégnitas, B representa la matriz columna de
términos constantes b,,,.

Un sistema de ecuaciones lineales se puede expresar en forma matricial
con la que llamaremos matriz aumentada.

A1 . A12 w0 Aip bl
az1 ... dz2 ...(Iz_n b?

MY MO - bn;

La solucion de un sistema de ecuaciones lineales se puede encontrar a par-
tir de los siguientes pasos:

a) Obtener la matriz aumentada del sistema de ecuaciones

b) Resolver el sistema de ecuaciones aplicando la eliminacion de Gauss o
de Gauss-Jordan.

Ejemplo 4. Encontrar el conjunto solucion del sistema de ecuaciones
x+y+3z=17
x+2p+4z=2
Sx—-3y—4z=4
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Solucion
Escribimos una matriz aumentada de este sistema de ecuaciones
1 1 3 |7
3 2 4 12
5 -3 —414
Se encuentra la matriz escalonada reducida
1 1 3 |71-3R;+R;[1 1 3 7‘(_1)R 1 1 3 |7 ]R;+8R,
3 2 4 |2 ~10 -1 =5 [-19(* 20 1 5 |19
5 -3 —4|4/-5R;+R;l0 -8 —19 |-31] 0 -8 —-19|-31
-72
11 3177, 01 1 3] Re-5Rs|1 1 0| Jole _p |t 0 0
[01519/~3015121 ~ 01 of— 7010
0 0 21121 0 0 1|57 |Ri=3Rs[0 0 1|2, 00 1
21
_-10
*=721
. _ 206
Y=
121
=71

—206 121
=1

CS.={(x,y2/x= _2—110, Y= 2=

Como se puede ver en este sistema tiene una selucion unica.

Ejemplo 5. Encontrar el conjunto solucion del sistema de ecuaciones

x+3y—4z=-1
2x—y+3z=4
3x+2y—2z=3
Solucion
Escribimos una matriz aumentada de este sistema de ecuaciones
1 3 —4]-1
[2 -1 3 |4 }
3 2 -113

67
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Se encuentra la matriz escalonada reducida

L 3 4 -Rt2RL 3 —4-y_ e [0 T TR
2 -1 3|4 ~ 0—7116] Ttoo1 -2
3 2 -113/Rs-3Rlo -7 1116 o 7 11 |6
5 11
R +7R,|1 0 7 |7
~ 16
Ri—3R,|0 1 = [—5
oo o lo
L5, 1
xt72=
11 _ 6
y=gz==73
0=0

Se puede ver que es un sistema con dos ecuaciones y tres incognitas, por
lo tanto, tendrd multiples soluciones.

Parametrizando: Siz=a

5 11 x=—2g4+18
x+7z—7 7 7
11 6 11 6
= —7 — — = —0q— —
Y=7%77 Y=7477

C.S. ={(x,y,z)/x=—§a+1—71,y=1—71a— g z=a, cona € R}

Ejemplo 6. Encontrar el conjunto solucion del sistema de ecuaciones

y—4z=28
2x-3y+2z=1
Sx-8+7z=1

Solucion
Escribimos una matriz aumentada de este sistema de ecuaciones

0 1 -—-4)8
[2 -3 2 ‘1]
5 -8 711
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Se encuentra la matriz escalonada reducida
R, o R
0 1 —418] *7 1 %1% -
[é:é $|ﬂ Lo 1 48
2R4 5 -8 711

8]
N U1 RN =

=
2
+
Y
=S
RS
=)
[l
|
B
NTREEINT N

Se puede observar que el sistema presenta una inconsistencia, por lo tanto,
no tiene solucion, ya que es imposible que 0z = 5/2

Ejemplo 7. Encontrar el conjunto solucion del sistema de ecuaciones

x—y=—-6
y+z=3
z+2w=4
2x—-3w=5
1 -1 0 0 |-6
0 1 1 013
0 0 1 2 |4
2 0 0 -31I15
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Se encuentra la matriz escalonada reducida

1 -1 0 0 |-6 1 -1 0 0 |-6 1 -1 0 0 |-6
0 1 1 0 /(3]|2R,-R,l0 1 1 0 ]|3]|2rR,+rR, |0 1 1 0 |3
0 0 1 2 1|4 ~ 0 0 1 2 |4] ~ 0o 0 1 2 4
2 0 0 -3I5 0 -2 0 —-3117 0 0 2 -3I1-11
1 -1 0 0]-6 1 -1 0 0]—-6 1 -1 0 0]—-6
2R;—R,|0 1 1 0|3 |-2R,4+R5|0 1 1 0| 3 |-Rs+R.|0 1 0 0]37
0 0 1 2|4 ~ 0 0 1 0(-34, ~ |0 0 1 0]-34
0 0 0 1119 0 0 0 1119 0 0 0 1119
1 0 0 0]31
R,+R, |0 1 0 037
~|10 0 1 0|-34
00 0 1119
x=131
y=-37
z=-34
w=19

La solucion asociada al sistema de ecuaciones es una solucion unica. Y su
conjunto solucién asociado es: C.S. = {(x, y, 2)/x =31, y =37,z =34 \w=19}

Ejemplo 8. En qué condiciones el siguiente sistema de ecuaciones es com-
patible o consistente:

x—2y+4z=a
2x -3y +5z=>b
3x+5y-9z=c

Solucion

Una solucion

Determinados —

Complatibles 4|

Indeterminados _l

Infinitas
Soluciones

Sistemas

Incomplatibles -]

Sin solucién
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De acuerdo con el cuadro anterior, deberemos considerar que la solucion
del sistema de ecuaciones resultante es determinado y con una unica solucion o
bien indeterminado con multiples soluciones.

Escribimos la matriz aumentada de este sistema de ecuaciones.

1 -2 4 a

2 -3 5 b]

-3 5 -9l
1 -2 4 a—2R;{+R;1 -2 —4 a R+R1_2 4 a
IZ -3 55] ~10 1 -3|[-2a+b 2~30 1 -3 |—2a+b
-3 5 9l 3R+ R310 -1 3 !3a+c 0 0 0 la+tb+c
Escribimos el sistema de ecuaciones

x—2y+t4z=a

y—3z=-"2a+b

O=a+b+c
Para que el sistema sea consistente se debe cumplir

O=a+b+c

Para ello disponemos de una incognita en funcion de las restantes, pode-
mos utilizar la que sea mas sencilla de despejar

a=-b-c; conb, cER
con esto, aseguramos que el sistema tendra una solucion multiple.

Por otro lado, al obtener la matriz resultante determinamos que no hay
solucion Unica. El sistema serd incompatible o inconsistente si:

at+b+c#0

obteniéndose que el sistema de ecuaciones, no tiene solucion.

3.3 SOLUCION DE UN SISTEMA DE ECUACIONES
POR EL METODO DE LA MATRIZ INVERSA

Consideremos la ecuacion matricial AX = B, donde 4 es una matriz cuadra,
despejando se obtiene:

X=AlB
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Ejemplo 9. Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales encuentre el
conjunto solucion usando la matriz inversa.

3—y+Z=l
x+2z —z=2
—2X+y—3Z=1

Solucion
Se escribe la matriz de coeficientes del sistema A

3-11
1 2-1

-2 1-3

A=

La matriz 4 tiene inversa si su determinante es diferente de cero.

3 -1 1
|A|=|1 2 —1|=(—18—2+1)—(—4+3—3):—15 #0
-2 1 -3

Se calcula la inversa A, en este problema utilizaremos el método de
Gauss-Jordan a partir de: [A[T]

3 -1 111 0 0
[AnN=(1 2 -1o 1 o
-2 1 =310 0 1
12 1
3 15 15
o 1 o 7 s
- 3 15 15
00 Y1 1 -7
3 15 15

Una vez obtenida la matriz inversa se multiplica por la matriz columna de

constantes
1 2
R (1)_ :
3 15 15 |\3)7] 3
-1 -2
3 3
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Determinamos ahora el conjunto solucion del sistema de ecuaciones

N
]

Si la inversa de la matriz A, no existe, no significa que el sistema no tenga
solucion, recuerde, que el sistema puede tener solucion multiple.

3.4 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES HOMOGENEOS

Definicion de un sistema de ecuaciones lineales homogéneas. Un sistema de
ecuaciones lineales es homogéneo si todos los términos constantes son cero y
la ecuacion matricial equivalente es AX = 0

a11X1 ... A12X2 + ...+ A1pXy
az1X1 azXp + ..+axx, =

|
o Qo

Am1X] e Ap2Xy ot AmnXp =

Los sistemas de ecuaciones lineales homogéneos siempre tienen solucion,
y se conoce como solucion trivial, si existen otras soluciones se dice que son
soluciones no triviales, la inconsistencia nunca se presenta. La solucion trivial
ocurre cuando todas las incognitas son cero.

El conjunto solucién de un sistema de ecuaciones homogéneo, se obtiene
de la misma forma en que se encontré el conjunto solucion de los sistemas de
ecuaciones no homogéneos.

Ejemplo 10. Dado el siguiente sistema de ecuaciones homogéneo, encuen-
tre su conjunto solucion.

2x—-3y+z=0
x+y—-2z=0
3x+y+2z=0
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Solucion
Escribimos la matriz aumentada de este sistema de ecuaciones
2 =3 110
1 1 -2 |0]
3 1 210

Se encuentra la matriz escalonada.

3
2 =3 101%R, [t =z :(o|Re=3R,[L = 1 (0]Rs=FRef1 0 -1j07 l3m,
[1 1 —200|* ~ |y s slo| . ~fo £ -1fo ~ o1 -1fo
3 1 2lolR,-Ry|, i 220 sRz £ilo 2 t10fRy+ JR:10 0 6 10lR, +Ry
1 0 -110 1 0 00
[0 1 0 |0] R; + R; [0 1 0|0]
00 110 0 0 110

N K
I I
coco

El conjunto solucion obtenido es: C.S. = {(x,y,2) /x=0,y =0,z =0} EI

sistema de ecuaciones homogéneo, como se puede ver, solo tiene la solucion
trivial.

Ejemplo 11. Dado el siguiente sistema de ecuaciones homogéneo, encuen-
tre su conjunto solucion.

2X1+2X2—X3 +X5=0
—X; —Xot+2X3—-3x4+x5=0
X1+X2—2X3 —X5=O
X3+ X4 +x5=0
Solucion

Escribimos la matriz aumentada de este sistema de ecuaciones y resolve-
mos por el método de Gauss

2 2 -10 50
-1-22 -3 1|0
1 1-20 -1/0
0 01 1 110
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Se encuentra la matriz reducida.

2 2-1 0 500]_yp [l 1-1/2 0 5/210] Rs=Ri 110 1 -3 6 |0
-1-2 2-3 1|0 ™o -1 3/2 -3 772|0] —R: |0 1-3/2 3 —7/2|0|R,—Rs
1 1-2 0-1f0f p o pf1 1 -2 0 -1[0|R—R, oo 1 o0 7/3 o] ~
0 011 1o 2" ™o o 1 1 1l -23R; o0 1 1 1 o
1 0 1 -3 6 |0)Re*+3/2Rsry o o 0 -1/3 )0
0o 1-3/2 3-7/2|o|] R~Rs [p 100 4 [o
00 1 o 7/3|o|]Ra=3R Jo 010 7/3 |0
0 0 0 1-473]o)] R+3Rs |o 0 0 1 -4/3)0
Se escribe el sistema equivalente
X —lx =
1 X5 =
Xy 4% =0
T —
X3 §)(5—0
Xy —EXS =0
Despejamos las variables en funcion de x;
1
X1 = §X5
Xy = —4Xg
X3 = —Ix
3 = T 345
_4
X4 =3
Parametrizando x;
1
Xy = —4X5
—_7
X3 = —§X5
—4
X4 = 3Xs5
Por lo tanto, el conjunto solucion es:
— — 1 — — 7 — 4 — .
C.S5.=1(x1, x5, X3, X4, X5) | %, = §a,xz = —4a,x; = —3& X4 = 5 3,X5 = a; VaeR

y el sistema es compatible con multiples soluciones
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3.5 SOLUCION DE UN SISTEMA DE ECUACIONES
POR EL METODO DE CRAMER

Dado un sistema de n ecuaciones lineales con 7 incognitas de la forma AX =
B, una matriz cuadrada 4 que representa la matriz de coeficientes a;;, X re-
presenta la matriz columna de incognitas, B representa la matriz columna de
términos independientes b. Es importante recordar que si el determinante de
A es diferente de cero, entonces el sistema tiene solucidn uinica.

La solucion para el sistema de ecuaciones por el método de Cramer, se
obtiene a partir del siguiente cociente de determinantes de las matrices Ay A;
representado la ecuacion matricial de la siguiente forma:

X; =M; i=12,...,n
[A|

A, es la matriz que resulta al reemplazar la i—ésima columna de 4 por la
matriz de B.

Ejemplo 12. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones por la regla de
Cramer si es posible.

2x+y—-z=1
y+z=2
X +2z=3
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Solucion
Llamaremos AS al determinante del sistema de ecuaciones, con la finali-

dad de sustituir en
_ Il _ (A

Xl—m—ﬁ,i=1,2,....,n
2 1 -1
AS=l0 2 1|=8+3=11
10 2
11 -1
2 2
13 o 2_4—4+9_9_9
X=""As T As 11 11
2 1 -1
0 2
11 3 2] 1+10-6 5 5
Y=""As T as 11 11
2 1 1
0 2 2
) 3_2—2+12_12_12
Z=7As T as 1111

Por lo tanto, el conjunto solucion es C.S. ={wyz/x=2,y=2z=2} 1o

que nos indica que el sistema de ecuaciones posee una solucion unica.
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Ejercicios propuestos

1. Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales
x— 6y — 8z=4
2x+3y+ 5z=-5

x+2y+ (k>-15)z=k+ 13

Hallar los valores de k para los cuales el sistema de ecuaciones lineales,
permita obtener:

a) Solucion maltiple
b) No tenga solucion
¢) Solucion Unica

2. Encontrar el conjunto solucion del sistema de ecuaciones siguiente:

X1 +2X5:+3X,-X=0
X, -2X3+X,+3X;=0
—2X1 +X2—X4+4X5=O
—X1 +3X2+X3+X5=O
3X1 + 2X2 + X4 = O
3. Encontrar el conjunto solucion del sistema de ecuaciones siguiente por el
método de la matriz inversa.
‘Xl +2X3 +3X4—X5=—1
X -2X3+X,+3Xs="7
22X+ X, - X, +4X5=3
X +3X,+ X5+ X5=2
3 +2X, + X, =4

4. Del ejercicio anterior encuentre su solucion por el método de Cramer



CAPITULO 4

ESPACIOS VECTORIALES

“Un gran descubrimiento resuelve un gran problema,

pero en la solucion de todo problema, hay un cierto descubrimiento.

El problema que se plantea puede ser modesto: pero, si pone a prueba la
curiosidad que induce a poner en juego las facultades inventivas”
GEORGE POLYA

ANTECEDENTES3

A finales del siglo X VII fueron redescubiertas y desarrolladas las ideas origi-
nales de los babilonios, y principalmente de los chinos, sobre el pensamiento
lineal. Recordemos que hasta el siglo XVIII el algebra era, esencialmente,
el arte de resolver ecuaciones de grado arbitrario. El matemaético y filosofo
francés, y uno de los iniciadores de la Enciclopedia, D’Alembert descubre que
las soluciones de un sistema Ax = b forman una variedad lineal. Asimismo,
Euler, Lagrange y el propio D’Alembert se dan cuenta que la solucion general
del sistema homogéneo Ax = 0 es una combinacion lineal de algunas solucio-
nes particulares.

En 1843, el matematico irlandés sir William Rowan Hamilton (1805-1865)
descubre los Quaternions como el primer y unico anillo de division no con-
mutativo sobre los nimeros reales ([19]-[20]), la unicidad fue probada por
Georg Frobenius (1849-1917) en 1879. Afios antes, en 1863, Karl Weierstrass

3 Véase “Divulgaciones Matematicas”, vol. 14, nim. 2(2006).

T 79
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(1815-1897) habia probado que el cuerpo de los nimeros complejos es el unico
cuerpo conmutativo sobre los nimeros reales.

En esa época aparecen con Hamilton, Arthur Cayley (1821-1895) y Her-
mann Gunter Grassmann (1809-1877) las nociones de vector y de espacio
vectorial, como una axiomatizacion de la idea de “vector” manejada por los
estudiosos de la Mecanica desde fines del siglo XVII, un hecho que repre-
sento la génesis del Calculo vectorial y de la Matematica moderna. Ademas,
considerado el maestro del algebra lineal, Grassmann introduce el producto
geométrico y lineal, siendo el primero de estos equivalente a nuestro pro-
ducto vectorial. Asimismo, introduce las nociones de independencia lineal de
un conjunto de vectores, asi como el de dimension de un espacio vectorial,
y prueba la clésica identidad: dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W)
para cada par de subespacios Uy W de un espacio vectorial.

4.1 ESPACIO VECTORIAL

Definicion de espacio vectorial. Sea V un conjunto de vectores, sobre el que
estan definidas dos operaciones: la adicion y el producto por un escalar.

4.1.1 Propiedades de un espacio vectorial

Si los siguientes axiomas se cumplen para todo vector u, vy w en V'y todo
escalar k, t, entonces V se llama espacio vectorial.

I. Si uyveVentoncesu+veV...................Cerradura bajo la adicion

2. utVv=vtiliiiiiiiiiiiiiiii i e n L Propiedad conmutativa

3 ut+t(wv+w=@m+v)+wconwel.............Propiedad asociativa

4. Existe 0 eV talque...............eceeeeevennn..... . Neutro aditivo.
u+0=0+uparatodouen V

5. ParatodouceV,existe—u V.......................... Inverso aditivo
utCu)=(-u+u=0

6. Sik€ERyueV,entonces..............c..ee.ue...........Cerradura bajo la mul-

tiplicacion escalar k u e V
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7. ku+v)=ku-+kv....................................Propiedad distributiva
8 (k+tu=ku+tu..........cc.co.eeoeeiieenn.n........Propiedad distributiva
9 ktu)=(kt)te..cocccoevveiiiiiiiiiiiiiiiiaenn e Propiedad asociativa
10. lu=u

Ejemplo 1. Demuestre que el conjunto de puntos en X2 que se encuentran
sobre una recta que pasa por el origen es un espacio vectorial.

Solucion

Para que X2 sea un espacio vectorial se deben cumplir los axiomas. La
ecuacion general de la recta se representa por y = mx + b. Al pasar por el
origen b = (), por lo tanto, y = mx con pendiente m.

Sea V={(x,y) |y = mx , m un escalar, x ¢ R}
La comprobacion de los axiomas se presenta a continuacion:

Dadosx = (x; y), ¥ = (x22). yz = (x3 ¥3), 0 = (0, 0) los cuales pertenecen
a ¥, por lo tanto,

Y= mxy, Yo = mMxp, y3 = mx3
x=(x,mx;) eV
y=0,mxy)eV
z=(x3,mx3) eV
0=10, m@O)] eV

Lo x+y=(x, mx)) + (mxz) = (e +xp, mxy + mxy) = [+ ),m (¢ T x)] €V
Se cumple la cerradura para la suma.

2. x +y=(x), mxp) + (x3,mxy) = (x; + xp, mx; + mxy) = (X3 + x1,mx, +, mx;) =
(3 + mxy) + (x), mxp), =x +y

3. x +y+z=[(x,mx;) + (xp,mx;)] + (x3,mx3) = (x) +xp,mx; + mx;) + (x3,mx3) =
(xy 1 +x3mx; + mx, +mx3) = (x1, mx;) + [y, mxy) + (03,mx3) = x + y+ 2)]

4. y+0=(x,mxy) +(0,0) = (x3 + 0,mxy + 0) = (x3,mx;) =y

5. x= (_xla'mxl) =xt (_x ) = (xbmxl) + (_xla'mxl) = (xla'xlamxl-mxl) = (090 ) =0
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Si k, t € R, entonces k x = k (xy,mx;) = (kx;,k mx,) = (kx;,m(kx,)) € V, es
cerrado bajo el producto de un escalar por un vector.

k(x + y) = k(x;+xo,mx;+mx,) = (kx; + kxo,k mx| + kmx,) = (kx,k mx; ) +
(kxp,k mxy) = k (x,mx1) + k (ea,mx;) = kx + ky

(k + Dx = (k + )(x;,mxy) = (b + Oxp,(k + Omx)=((kx) + 1x1),(k mx; + ¢
mxy)=(kxy,kmx,) + (tx1, tmx,) = k(xy,mx) + t(x;,mx;)=ku + tu

t(kx) = t(k(x,,mxy)) = t (kx\,kmx;) = (¢ kx,t kmx;) =t k (x;,mx;) =t kx

Ix = 1(x;,mx; ) = (1) xp,(hmxy) = (x;,mx; ) = x

Se satisfacen los diez axiomas, por lo tanto, el conjunto de puntos en [X2
que se encuentran sobre una recta que pasa por el origen es un espacio vacio
vectorial.

Ejemplo 2. Demuestre que el conjunto de todas las matrices m x n es un
espacio vectorial

El conjunto de las matrices (M,,,,) €s un espacio vectorial. Se deja al alum-
no su desarrollo y solucion.

Los siguientes ejemplos cumplen con todos los axiomas de espacio vecto-
rial, por lo tanto, son espacios vectoriales.

El espacio X de todos los nlimeros reales

El espacio bidimensional X2 de todo los pares ordenados de niimeros
reales

El espacio tridimensional X3 de todas las ternas de nimeros reales

El espacio n-dimensional K" de todas las n-adas ordenadas de niimeros
reales

El espacio de todas las matrices m x n.
El espacio de todas las matrices 7 x n.
El conjunto de todas las funciones continuas definidas sobre la recta real

El espacio P, de todos los polinomios de grado < n.



CAPiTULO 4. ESPACIOS VECTORIALES 83

Ejemplo 3. Demuestre si el conjunto de puntos en [X? que se encuentra so-
bre una linea recta que no pasa por el origen, es un espacio vectorial.

Solucion

No es un espacio vectorial ya que el axioma uno no se cumple, por lo tanto,
no es un espacio cerrado bajo la suma de dos vectores.

Es primordial mencionar que, al no cumplirse con alguno de los diez axio-
mas, se establece que no cumple con ser un espacio vectorial.

4.2 SUBESPACIOS VECTORIALES

Definicion de un subespacio vectorial. Un conjunto de vectores W de un es-
pacio vectorial ¥, es un subespacio del espacio vectorial V; si se cumplen los
axiomas de cerradura bajo la suma de dos vectores para cualesquier uy ve W
y la cerradura bajo el producto de un escalar con k € X y un vector u en W.

Es decir, un subconjunto # no vacio de un espacio vectorial V se llamara
subespacio vectorial de V' si satisface los siguientes axiomas:

i. SiuyveWentoncesu +veW
ii. Sik[Ry ueWentonces ku eW

Se establecen dos conjuntos importantes, el primero de ellos, el llamado
conjunto vacio {0}, seguido del espacio vectorial V; los cuales se llamaran
subespacios triviales de V.

Ejemplo 4. Sea V = X3, determine si W es un subespacio de V si:
W = {(x1,X2,X3 [X1,X2 = X1 + X3,X3 € R[}

Solucion

SeanuyveW

u= (ul,U.2,U3) = (ula U + U3,U3) ew

V= (VlaV aV3) = (Vls) Vi + V39V3) ew
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1) utv=(u,u +us,uz) + (v, v + V3, v3) = (U + vy, (g, U3) + (v, V3), U3+ v3)
= +Vv, U +v)+@z+Vv3 ) us +vy) e W

Por lo tanto, se cumple la condicion de cerradura de  bajo la suma

i) ku =k, uy + us,u3) = (kuy, k(u; + us), kus e W

Se cumple la condicion de cerradura de W bajo la multiplicacion por un
escalar, por lo tanto, determinamos que W es un subespacio de ¥ = K3

Ejemplo 5. Sea V = M,, determine si S, el conjunto de todas las matrices
de la forma [ 2 e] es un subespacio de V.

Solucion
Dado 4 = [ i],B:[r‘;l ew
i) A+B=+[§ i] = [d _:dl efel]iﬂw

No se cumple el axioma de la cerradura bajo la suma. Por lo tanto, ' no
es un subespacio de V.

4.3 COMBINACION LINEAL

Definicion de combinacion lineal. Dado un conjunto de vectores uy,us,us, ... ... u,
en el espacio vectorial /'y sea v un vector cualquiera de ¥, entonces V' es una
combinacion lineal del conjunto de vectores uy,u53,u5 u, si se puede expresar
como:

V= kl u + k2 Uy + k3 Uzyeunnnnny k,,u,,
conky,ky ks, ... k€ R
Ejemplo 6. Considere los vectores ul = (1,-1,2), u, = (2,3,-2),u; = (-2,1,-1),,

determine si el vector v = (1, 7,—4), puede escribirse como una combinacion
lineal de vectores uy, u,, us.
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Solucion

Planteamos la ecuacion, que representa una combinacion lineal:
V= k1u1 + kzllz + k3ll3
Sustituimos los vectores en la ecuacion anterior:

(1979_4) = kl (19_152) + k2 (2939_2) + k3 (_29 19_1)
(1,7,-4) = (ky,~k1, 2ky) + (2ky, 3ky— 2k3) + (2k3, k3 — k3)
(1,7,—4) = (kl + 2k2 —2k3 ,—kl + 3k2 + k3, 2k1 - 2k2 - k3)

Se representa este sistema de ecuaciones en forma matricial
ki + 2ky—2ky =
—ky +3ky + k3 = 7
2k — 2ky — k3 =—4
Se puede observar que la matriz de coeficientes de este sistema de ecuacio-
nes estd conformada por los vectores u;, u,, us transpuestos respectivamente

y la columna aumentada es el vector v transpuesto. Resolviendo este sistema
de ecuaciones por el método Gauus-Jordan, se obtiene:

1 2 -2 ] 1 1 2 -2 1 1 12 _il é
-1 3 1 | 7]~[0 5 -1 ] 8|~lo 1 -= |z
2 2 -1 ] -4l lo -6 3 | -6 |, _ | e
12 =2 | 1
1 8 12"‘1'; 12 -2 | 111 20| 5
01_3'§~01—§|§~[010|2]~[010|2]
00% IE 00 1] 2f 001 | 21 lo o 1| 2

100 | 1
~[010|2]
001 | 2

Transformando a un sistema de ecuaciones, obtenemos:
k=1
k=2
k3=2
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El vector v se puede escribir como una combinacion lineal de los vectores
u,, Uy, uz de la siguiente forma:
V=U +2u2+2u3

Ejemplo 7. Dados los vectores u; = (2,-1,5),u, = (1,-3,2), u3 = (3,-4,7), de-

termine si el vector v=(8,1,-2) puede escribirse como una combinacion lineal
de los vectores uy, u,, us.

Solucion
Planteamos le ecuacion, que representa una combinacion lineal:
v =k + kyuy + kjuy
Sustituimos los vectores en la ecuacion anterior
(8,1,-2) =k; (2,-1,5) + k, (1,-3,2) + k5 (3,-4,7)

Se representa este sistema de ecuaciones en forma matricial

2k1+k2+3k3=8
_kl - 3k2—4k3= 1
5k1 + 2k2 + 7k3 =-2

Resolviendo este sistema de ecuaciones matricialmente por el método de
Gauss-Jordan

2 1 3 | 81 -1 -3 —4 | -1
[_1_3_4| 1l~2 ) H |1ol
5 2 7 | -21 1ls 2 7 -2 —13 —3 | 3
1 3 4 | -11 1 3 4 10 1 5
~[0 1 1 | -2 ~[0 1 1 I [0 11 —zl
0 -13 -13 | 31 lo -13 -13 0 0 0 -23

Transformando el resultado a un sistema de ecuaciones, obtenemos:
kl + 3k2 + 4k3 =35
k2 + k3 = —2
0k; = -23
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Se puede ver, en la tercera ecuacion, que no existe un valor de k3 que mul-
tiplicado por cero sea igual a —23, es decir, 0-k3 # 23

Por lo tanto, podemos concluir que los vectores u;, u,, u3 no se pueden
representar como una combinacion lineal con el vector v.

4.4 CONJUNTOS GENERADORES

Si cualquier vector u# de un espacio vectorial V' se puede expresar como una
combinacion lineal de vectores en un conjunto W, entonces W es un conjunto
generador de V.

Definicion de conjunto generador. Si W = {u,, u,, us,...., u,} €s un con-
junto de vectores de un espacio vectorial ¥, W es generador de V si cualquier
vector de V es combinacion lineal de uy, u,, us,......., u,. Como se muestra a
continuacion:

V= kl u + k2u2 + k3u3, cees k,,u,,

Ejemplo 8. Sea W el subespacio en X3, generado por los vectores u; =
(1,-1,1), u, = (-2,2,1). Determine cual de los siguientes vectores v;, pertenecen
aWw

Z) 1= (2a_2a1)> 11) V= (1’_3_2)5 111)V3 =(3a_1a1)
Solucion

Los vectores propuestos de W generaran 23, si estos vectores se pueden
establecer en una combinacion lineal con cualquier vector en 3.

Sea cualesquiera vector, v = {a, b, ¢} y el espacio generador ky,u;, + kyu, =v

Sustituyendo y desarrollando se tiene el siguiente sistema de ecuaciones
lineales:

k1—2k2=a
—k1+2k2=b
kl — k2=C
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Resolviendo este sistema de ecuaciones matricialmente, por el método
Gauss, obtenemos:

1 - 2 ! a 1 - 2 a 1 - 2 a 1 - 2 ¢ a
-1 2 ¢t b|~]|0 0 ¢ a+b|~]|0 0 a+b|~]|0 1 ¢ —a+c
1 - 1 ¢ 1 -1 c 0 1 —a+c 0 0 a+b

El sistema solo sera consistente en el caso de que: a + b =0
Los vectores en estudio se sustituyen en el subespacio generado

a) En el caso de v; = (2,-2,1), sustituyendo en @ + b = (), obtenemos que:
2-2 =0, concluimos que si pertenece a W.

b) Para v, = (1,-3,2), sustituyendo en a + b = 0, obtenemos que: 1-3 # 0,
concluimos que no pertenece a W.

¢) En el caso de v; = (3,—1,1) sustituyendo en a + b = 0, obtenemos que:
3—1 # 0, concluimos que no pertenece a W.

Por lo tanto, concluimos que s6lo el vector del inciso i) pertenece a W.

Ejemplo 9. Determine si el conjunto ¥ genera a R4, de no generarlo, en-
cuentre dos vectores que pertenezcan a W si:

W={054-3 —-1),(—4 -3 21), 21 —11)}
Solucion

Los vectores propuestos de W generan R4, si se pueden establecer como
una combinacion lineal con cualquier vector R4,

Seav = (a,b,c,d) e R*
kllll + kzllz + k3u3 =V
Sustituyendo y desarrollando se tiene el siguiente sistema de ecuaciones.
5k1 - 4k2 + 2k3 =a
4k1 _3k2 + k3 =b
—3k1 + 2k2 — k3 =cC
—k1 + k2 + k3 =d
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5 —4 2 a -1 1 1 :d 1 : —d
4 -3 1 i b(_|4 3 1 ¢ b|_|0 ! b+4d
-3 2 -1 : ¢ —3 2 —1 i | o c—3d
-1 1 1 : d a 0 a+5d

1 -1 1 1 1 1

|0 1 5 b+4d o 5 b+4-d
0 0 1 b+c+d 0 1 : b+c+d
0 0 2 : a—-b+d 0 : a—-3b—-2c—-d

Transformando el resultado a un sistema de ecuaciones, obtenemos:

X1 X, txz = —d
X2+5.X'3= b+4d
x3 = b+c+d
0 =a-3b-2c-d

El sistema serd consistente cuando a—3b — 2¢ — d = 0, por lo tanto, ' no
genera a R*

Para encontrar vectores que pertenezcan al subespacio generado, es nece-
sario colocar una de las incdgnitas en funcion del resto y asignarles valores.
A partirde b + ¢ +d = 0, se despeja “d”, obteniéndose:
d=-b-c
Sabemos que a no interviene en el conjunto generado por lo que puede ser
cualquier nimero real, sia =1, b = —2, ¢ = I entonces el valor obtenido es d = 1.

De esta manera, un vector que pertenece al conjunto dado es: (7, -2, 1, 1)

De la misma forma calculamos el segundo vector, a partirde b + ¢ +d =
0.Sia=2,b=3c=-2
d=-b—c=-1

El segundo vector que pertenece al conjunto dado es: (2, 3, =2, —1)
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4.5 VECTORES LINEALMENTE INDEPENDIENTES

Definicion de un vector linealmente independiente. Los vectores de un espa-
cio vectorial V] son linealmente independientes, si se puede poner en combi-
nacion lineal con el vector cero, esto es,

Ademas de los escalares k; = k, = = k,= 0, si existe algiin k# 0 entonces
los vectores son linealmente dependientes.

Teorema 2. Sea un conjunto V' con dos o mas vectores, entonces es:

1) Linealmente dependiente, siy solo si, por lo menos un vector de V' puede
expresarse como una combinacion lineal de los demas vectores de V.

ii) Linealmente independiente, si y s6lo si, ningin vector en V se puede
expresar como una combinacion lineal de los demas vectores de V.

Ejemplo 10. Dadas las matrices M,
a=l; Gle=lp Sle= 5]

Determine si son linealmente independientes.
Solucion
Planteamos la combinacion lineal

kA, + kyBy + k3C3=0

Desarrollamos la combinacion lineal
wl3 Yl Slesly -0

Zkl _2k1 zkz 0 0 _2k3 _
3k, 0]*[0 —3k2]+[3k3 3k1]_0
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obteniéndose el sistema de ecuaciones:

U, + 2k, =0
—2k1 — 2k3 =0
3k1 + 3k3 =0

— 3k2 + 3k3 =0

Resolviendo este sistema de ecuaciones matricialmente, por el método
Gauss-Jordan:

2 2 0 : 0] [1 1 : 0] [1 -1 0 0
—20—250~—20—su 0 2 -2 :0
3 0 3 :0 3 o : ol o =3 3 0
0 -3 3 : 0 ol lo -3 3 0
1 i 0|1 0 0
_|o -1 : ollo 1 —1 : 0
0 :offo o o : o0
0 :ollo o o 10
Transformando el resultado a un sistema de ecuaciones, obtenemos:
kl + k3 =0
2k2—k3=0

Despejando k; y k, del sistema anterior, obtenemos:

k] =—k3
ky = k3

Se puede observar que las &, tienen una solucion multiple por lo que las
matrices dadas son linealmente dependientes. Dado el teorema 2, se deter-

mina que
B+C= [0 —] [3 ] [3 ]=

Por lo tanto, las matrices son linealmente dependientes.

Ejemplo 11. El conjunto de vectores {e; = (1,0,0),e, = (0,1,0),e;=(0,0,1)} € R®
son linealmente independientes y se llaman vectores candnicos de R>.

La demostracion se deja a los alumnos.
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Ejemplo 12. Dados los vectores v; = (1,-3,2,5),v, = (-2,1,0,4),v3 =(1,0,4,2),
determine si son linealmente independientes.

Solucion

Planteamos la combinacion lineal

kv, + kyvy + k3v3=0
Desarrollamos la combinacion lineal
k1 (1,:3,2,5) + ky (2,1,04) + k3 (1,04,2) =0
(k1,=3ky, 2k, S5ky ) + (2ky, ky, 0, 4ky ) + (k3,0, 4k, 2k3) =0

obteniéndose el sistema de ecuaciones:

2k1 — 2k2 + k3 =0
—3k1 + k2 =0
2k1 4k3 =0

Skl + 4k2 + 2k3 =0

Resolviendo este sistema de ecuaciones matricialmente, por el método de
Gaus

1 -2 1 :0] 1 -2 1 o] 1 -2 1 0
-3 1 0 : 0| [0 -5 3 o|_lo 1 -3/5 0
zo4eo]ln4z 0][042 0
5 4 2 : 0l lo 14 -3 : ol lo 14 -3 0
10 —-1/5 : 0] [1 0 —-1/5 ¢ 0] [1 0 0 : 0
01 -3/5:0 o1 -35:0/ [010:0
“lo o 22/5 : ol fo 0o 1 : 0| Jo o 1 0
o o 275 : ol lo o 27/5 ol lo oo :o

La solucion obtenida del sistema es k; = k, = k3 = 0, por lo tanto, conclui-
mos que los vectores son linealmente independientes.

Teorema 2. Sea W = {u; ,u, u3 _, u,} un conjunto 3, es decir, 0 R, sir > n,
entonces W es linealmente dependiente.

Corolario 1. Un conjunto linealmente independiente en K™ puede tener
cuando mas n vectores.
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4.6 BASE Y DIMENSION

A partir de los conceptos de conjunto de vectores generadores y de vectores
linealmente independientes, podemos definir la base y la dimension de un
espacio vectorial V.

Definicion de base y dimension. Un conjunto de vectores W = {v,v,, ., v,/
de un espacio vectorial J se llama una base de V' si W es linealmente inde-
pendiente y genera a V. La dimension de la base es el nimero de vectores que
hay en ella.

Ejemplo 13. Dado el siguiente conjunto de vectores
W={e=(1,0,0),e,=(0,1,0),e3=(0,0, 1)}.

Determine si W es una base de 7.

Solucion

Para que los vectores de W sean una base, deben ser linealmente inde-
pendientes y generadores de [R3. En el ejemplo de los vectores candnicos, se
establecio que los vectores de W son linealmente independientes, por lo que
es necesario probar que son generadores.

Para demostrar que los vectores de ¥ son generadores de X7, se debe de-
mostrar que cualquier vector u = (a, b, ¢ € B3, se puede expresar como una
combinacion lineal de los vectores de W.

kie; + kyey + kzes=u
Sustituyendo y desarrollando, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones
ky =aq
k> =b
k3= ¢

el sistema es consistente, entonces los vectores de ¥ son generadores y, por
lo tanto, podemos afirmar que W es una base de 7.
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Ejemplo 14. Dado el siguiente conjunto de vectores
W= {V], Va, V3}, convyy; = (2, —], 3), V) = (1,3,1), V3 = (—.I, —1, 1)
Compruebe si I forma una base de [?3.

Solucion

Para que los vectores de # sean una base, debe cumplirse que sean lineal-
mente independientes y que sean generadores de |27,

1) El conjunto de vectores W es linealmente independientes si:
k] Vi +k2V2+k3V3=O

solo tiene solucion trivial, esto es:

k]=k2=k3=0

Sustituyendo y desarrollando se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
2k1 + k2 - k3 =0
_kl + 3k2 — k3 =0
3k1 + k2 + k3 =0

Resolviendo este sistema de ecuaciones matricialmente, por el método de

Gauss
2 1 -1 :0 [-13 -1 :0T([[-1 3 -1:0
-1 3 -1 ¢ 0|~|2 1 -1 : 0O]~|O 7 -3 i 0|~
3 1 1 ¢ 0 3 1 1 ¢ 0 0 10 -2 : 0
-1 3 -1 0 -1 3 -1 i 0 -1 3 -1 0
0 1 -3/7 i 0|~|0 1 =3/7 : O|~|0 1 -=-3/7 : 0|~
0 10 -2 0 0 0 16/7 0 0 0 1 0
1 -3 1 : 0 1 01 : 0 1 0 0 0
0o 1 0 : O0]|]~|0 1 0 : O0|~|0 1 O 0
0 0 1 0 0 01 : 0 0 0 1 0

La soluciodn al sistema de ecuaciones es

k1=k2=k3=()
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Por lo tanto, los vectores son linealmente independientes.

ii) Para probar que W={v, v, v;) genera a 3 se tiene que demostrar que
cualquier vector u = (a, b, ¢) € R3, se puede expresar como una combi-
nacion lineal de los vectores de W

kl V1 +k2 Vs +k3 V3=U
Sustituyendo y desarrollando se tiene el siguiente sistema de ecuaciones

2k1 + k2 - k3 =a
_kl + 3k2 - k3 =b
3k1 + k2 + k3 =cC

Resolviendo este sistema de ecuaciones matricialmente, por el método de

Gauss
2 1 -1 : a
-1 3 -1 ¢ b|~

3 1 1 : ¢
-1 3 -1 ] bl [-1 3 -1 : a
2 1 -1 | ~10 7 =3 i a+2b|~
3 1 1 | ¢ 0 10 -2 : 3b+c
-1 3 -1 : a -1 3 1 : b
0 1 -5 ¢ 3a—2c|~|0 1 -5 : 3a—2c
0 10 -2 : 3b+c 0 0 48 : —-30a+3b+21c

Como se puede ver el sistema es consistente, entonces W es generador y,
por lo tanto, podemos afirmar que es una base de R* que también es lineal-
mente independiente como se probo anteriormente.

Este método de prueba es muy interesante, pero poco practico ya que es
posible probar simultdneamente que ¥ es linealmente independiente y que
genera a [R3 asf:

Observando el sistema homogéneo
2k1 + k2 - k3 =0
_kl + 3k2 - k3 =0
3k1 + k2 + k3 =0
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Y el sistema no homogéneo
2k + ky — k3 = a
—ky +3ky, — k3 = b
3ky + ky + k3 =c
Se puede ver que tienen la misma matriz de coeficientes, si esta matriz tie-

ne inversa se cumple la condicion de independencia lineal y ademas el sistema
no homogéneo tiene una solucion para cualquier vector u de 27,

La matriz de coeficientes estd dada por la siguiente matriz:

2 1 -1
A=|-1 3 -1
3 1 1

La matriz 4 tiene inversa si su determinante es diferente de cero

2 1 -1
|A|=[—1 3 —1]=6+1—3+9+2+1=16¢0
3 1 1

Se concluye 4 tiene inversa W es una base para 7.

En el caso de que la matriz de coeficientes no sea cuadrada, se debe probar
que son linealmente independientes y que son generadores por la definicion.

Ejemplo 15. Dado el siguiente conjunto de vectores
W=, v,,vzconv;=(3,0 1).v,=(0, 3, 2),vs=(2, 1, 0)

a) Pruebe si 1) W forma una base para 3; ii) Si su respuesta es negativa,
(Qué genera el conjunto de vectores?

Solucion

Para que W sea una base deben cumplirse que generan a todo 3 y que son
linealmente independientes los vectores dados. Sea u = (a, b, ¢) € R, entonces

k1u1+k2u2+k3u3=0

y
k1u1+k2u2+k3u3=u
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los sistemas de ecuaciones que ambos generan tienen la misma matriz de
coeficientes.

-3 0 2
A=|0 3 1
1 20

Ambas condiciones se cumplen si |4| # 0 ya que existiria 4~/

-3 0 2
A=[0 3 1|=-6+6=0-4"1
1 20

Les vectores dados no forman una base para R’ ya que no son linealmente
independientes y generan a todo 7.

Se establece el conjunto de vectores W en combinacion lineal con el vector u.

k1u1+k2u2+k3u3=u

Sustituyendo y desarrollando se tiene el siguiente sistema de ecuaciones:

—3k1 + 2k3 =a
3k1 + k3 =b
kl + 2k2 =c

Resolviendo este sistema de ecuaciones matricialmente. Por el método de
Gauss

-3 0 2 i a 1 2 0 : c 1 2 0 : c
0 3 1 : b|~|0 3 1 : b ~10 3 1 : b
1 2 0 c 0 6 2 ¢ a+3c 0 0 0 ¢ a—2b+3c

Los vectores que generan el subespacio se establecerdn a partir de:
a—2b+3c=0.

Definicion de dimension. Si un espacio vectorial V' tiene une base con n
elementos, se dice que V es de dimension finita y # es la dimension de V'

Dim (V)=n
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La dimension del espacio cero {0}, se define como cero. La dimension de
Rr=n

Ejemplo 16. Encuentre una base y la dimension del conjunto solucion W
del siguiente sistema de ecuaciones homogéneo
—x + 3y -3z + 2w =0
2x = Ty + 5z + 2w =0
2x — 8 + 3z —D2w =0

Solucion
-1 3 -3 2 0 -1 3 -3 2 0
2 -7 5 2 i 0/~l0 1 1 6 : 0
3 -8 10 -12 : 0O 0 1 1 -6 1t 0
1 0 6 20 : 0 1 0 6 =20 : 0O
~0 -1 -1 6 : 0|~|0 1 1 -6 : 0
0 0 0 -0 0 0 0 0 0 0
x +6z —-20w =0
y +z —-6w =0
x= —6z +20w
y= -z +6w
Siz=ayw=5>
x = — 6a + 20b
y=—a + ©6b

El vector solucion es: (x, y, z, w) = (—6a + 20b, —a + 6b, a, b)

De acuerdo con el nimero de escalares que tenga el vector resultante sera
el nimero de vectores en que se descompone. En este caso tenemos a y b, por
lo tanto, se descompone en dos vectores uno para a y otro para b, como se ve
a continuacion:

(x, v, z. W) = (—6a, —a, a, 0) +(20, 6b, 0, b) = a( 6, —1, 1, 0) + b(20,6, 0,1)
Una base es: {(—6,—1, 1, 0), (20, 6, 0, 1)} y la dimension es 2
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Ejemplo 17. Encuentre una base y la dimension del conjunto soluciéon W
del siguiente sistema de ecuaciones homogéneo.
4 -6y — z 2w =0
—6x 3y — 3z +5w =0
2x =2y —4z 3w =0
Solucion

-6 3 -3 5 | 0

[4- -6 -1 -2 | 0
-2 -2 -4 3 | 0

-6 3 -3 5 | 0
-2 -2 -4 3 | 0

[2 -7 -5 -1 | 0]3R1+R2

—1/18R,

2 =7 =5 1] 0, .
[0 _18 —188|0]‘2+ 2

[2—7 -5 1 |
0 -9 -9 4 ] 0

0
0 -18 —188|0]
0o 0 0 0] 0
2 -7 =5 1 | 0 2 0 2 -19/9 | 0
0 1 1 —479 | ofRetRijg 1 1 _4p9 | of1/2Rs
0O 0 0 0 | 0 000 0 | 0

x= —z + 19/18w
y= —z + 4/

Siz=ayw = b, el vector solucion es:

= 19b 4b b)= 1,-1,1,0 +b(194 01)
(x;y!zlw)_ (_a+ﬁ J_a+§ :a: )_ a(_ y L 4, ) 18:9: ’

b
= a(-1,-1,1,0) + 75 (19,8,0,18)

Una base es: {(—1,—1,1,0),(19,8,0,18)}y la dimension es 2
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4.7 CAMBIO DE BASE

Un espacio vectorial de dimension finita distinto de {0} tiene varias bases,
veremos cudl es la relacion que existe entre las componentes de un vector
respecto a dos bases diferentes.

Definicion de base. Sea V un espacio vectorial de dimension finita con base
B = {v;v,..,v,} para cada v en V, existen escalares Unicos k; k, ... k, tales
que k[ v+ k2 vy, Tt ann.

El vector cuyas componentes son los coeficientes de v, denotado por {v/}5 se
llama vector de coordenadas de V' con respecto a B, [v/z = (k; ky .k, )

La matriz de coordenadas de v con respecto a B es
key

[v]5 |

Ejemplo 18. Dada labase B = {(3, —1) (I, —=2)} de y el vectorv= (—1,—3)
1) Encuentre /v/]p
i1) Calcule el vector w si /w/, = [_52]

Solucion
v=ki(3~1) + ka(I, -2)

(=1,-3) = Bk, —k1) + (kz, —2k;) = Bky + kz, —ky — 2k3)
Obteniéndose el siguiente sistema de ecuaciones

3k1 + k2:—1
_kl + 2k2:—3

Resolviendo este sistema de ecuaciones, obtenemos:
kl - _1, kz - 2

=[] =[]
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i1) Para calcular el vector w si /w], = [_63]

se sustituye de la siguiente manera:

w =503, -1)-2(1, -2) = (13, 1)

De manera general podemos establecer el procedimiento para realizar un
cambio de base:

Sean B, ={u,, uy} y B, = {v;,v,} dos bases de [°. Cualquier vector r € R se
puede expresar como una combinacion lineal de B; por ser ésta una base con
el vector r, de la siguiente manera:

r= kﬂ/ll + k2M2 (1)
Para cambiar la base de B, a la base B,, se establecen los vectores de B; en
combinacion lineal con los vectores de B,
u;=av;+bvy,cona, beR (2)

uy=cv;+dv,conc,deR (3)

Sustituyendo las ecuaciones (2) y (3) en la ecuacion (1)

r=ki{avi+bvy } +ky {cvi+ dvy}

factorizando v; y v,
r= vl{kla + sz} + %) {klb + kzd}
Los escalares (k;a + k,c) y (k;b + k»d) son los vectores de coordenadas de
r con respecto a la base B, esto es,

kia + kyc

B2 =\kp + kyd

Descomponiendo esta matriz obtenemos:

m =[5 d[e]=15 e
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Se puede ver entonces que [r]B, se obtiene por el producto de la matriz
a ¢ )
[ b d] y la matriz de coordenadas de [r]B;
a ¢

La matriz por [ b d] se le representa por Py se llama la matriz de transi-
cion de la base B, a la base B,, por lo tanto, [7]B, = p[r]B,

Ejemplo 19. Dadas las bases B, = {(3,— 2),(1,- )} y B,= {(— 3,- 1),(- 2,— 1)}

a) Encuentre la matriz de transiciéon P de B a B,

b) Encuentre su matriz de coordenadas con respecto a B, si v = (2,-3)

Solucion
a) Sean:
uy=av;+bv, (1)
u,=cv;+dvy, (2
Resolviendo (1)

o[+ (1= 5]

—3a — 2b
—a — b

i
w

-2
La solucion de este sistema de ecuacionesesa =—7, b =9

Resolviendo (2)

“[:i]+d[:i]=[—11]"’ _—3:: _ zdd : —11

La solucidn de este sistema de ecuacioneses ¢ = —3, d = 4
La matriz P solicitada es:
-7 -3
P=[y 7]
b) Lamatriz de coordenadas del vector v con respecto a la base B, utilizan-
do la matriz de transicion P, esta dada por [v]B, - P[v]B;
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Encontremos primeramente la matriz de coordenadas [v]B;. La calculamos
a partir de:
V= kl ] + k2 U

ky [—32] k&, [—11] = [—23]

Obteniéndose el siguiente sistema de ecuaciones

3k1 + k2 =2
—2k1 — k2 =—3
Resolviendo el sistema matricialmente por el método Gauss-Jordan
3 1 | 2 1 0 | -1 10 | -1
[—2 -1 | —3]”[0 -1 | —5]”[0 1 | 5]
Obteniendose como solucion
kl = —1
kl = 5

De k; y k, obtenemos
k _
e =] = [5]
Por lo tanto,

we, = pie, = [0 (5] =[57] - b 7]

Otro método para encontrar la matriz de transicion P de la base B, a la base
B, es el que se presenta a continuacion, sean:

u; =avy + bv,

U, =cv; +dv,

a[F]+0 [5]=13)

e[Sl +a[5l =[]
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Generandose los sistemas de ecuaciones siguientes:

{—30. - 2b = 3
-a — b = =2
{—3{.‘ 2d = 1

- - d = -1

En cada uno de estos sistemas tiene la misma matriz de coeficientes, por lo
tanto, se puede representar matricialmente de la siguiente manera:

3 -2 ] 3 17_
[ BN 4N

—3—2|3111|21][10|—7—3]
[BZ|BI][—1 -1 | -2 —1] 01 ] 9 4 0o 1| 9 4

La matriz obtenida en el lado derecho, es precisamente la matriz P de tran-
sicion obtenida anteriormente.

b= [ 97 43]
De manera general se establece que la matriz aumentada se establece de la
siguiente forma.
a) Sea la matriz de transicion P de la base B, a la base B, entonces [B,|B;]
b) Sea la matriz de transicion P de la base B, a la base B; entonces [B; |B;]

Si P es la matriz de transicion de la base B, a la base B,, entonces P! es la
matriz de transicion de a base B, a la base B, y se representa por Q.

Para hallar la matriz de transicion de la base B, a la base B; partimos de la
relacion

[v] B, - P[v] B, — [v] B;= P' V] B,
Q=p
Haciendo un razonamiento similar al calculo de P, podemos calcular a Q.

Ejemplo 20. Considere las bases B; = {(3,—2), (1,— 1)} y B,={(=3,— 1),(- 2,— 1)},
encuentre:
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a) La matriz de transicion Q = P! de la base B, a la base B,
b) Su matriz de coordenadas con respecto a B; si v = (2, —3)
Solucion

a) La matriz de transicion se obtiene a partir de [B; |B; |:
3 1 | -3 -2]_[1t O | —4 -3
CACA R R B B S A B
~[1 0 | - —3]~[1 0| -4 —3]~[1 0| -4 —3]
0 -1 | -9 =717 lo1] 9 7]7lo1] 9 7
Por lo tanto,
4 -3
e=[g 7]

b) Para encontrar [v]g, encontremos primeramente la matriz de coordena-
das [v]g, , la cual se calcula a partir de
v= klvl + kzvz

f [C3]+ e [C3] = [ 2]

Obteniéndose el siguiente sistema de ecuaciones

- 3k -2k, =2
- 3k1 - k2 =3
Resolviendo el sistema matricialmente por el método de Gauss-Jordan
[—3 -2 | 2]~[—3 -2 | z]N[—s 0 | 24]~[1 0| -8
-1 -1 | =31 [o 1 | 11 0 1 | 11] 0 1 | 11
Los valores obtenidos son los siguientes:
k2 =-8
k2 =11

La matriz de coordenadas [v]B,, obtenida es:

wsfie] = 37
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Ejemplo 21. Dadas las bases, B;={u,uy,u3} y B, {v1,v5,v3}, donde tenemos
1 1 1 1 1 1
los vectores Uy = [=2|,u; = |2[,uz = [-1|;v; = |1|, v =| 3 [,vs=| 2 |;
encuentre: 1 2 0 0 -1 -1
a) La matriz de transicion P de B; a B,
1
b) [v]B, utilizando la matriz P si [v] B; = [—1]
2

Solucion

Calculemos la matriz P utilizando:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
[Bz|B;]=]1 3 2 : -2 2 —1|~|0 2 1 -3 1 =2
0 -1 -1 : 1 -2 0 0 -1 -1 1 -2 0
1 1 1 : 1 1 1] 10 1 : 3 2 3
o 1 o0 ¢ -2 -1 =2|~|0 1 0 : -2 -1 =2
6 -1 -1: 1 -2 o0J OO -1: -1 -3 -2
10 0 : 2 -1 11 1T 00 : 2 -1 1
o1 o0 ¢ -2 -1 -2|~(01 0 : -2 -1 -2
o0 -1: -1 -3 -211001¢: 1 3 2

La matriz solicitada es:

2 -1 1
P=|-2 -1 -2

2
2 -1 17[1 5
-2 -1 -z2|[-1|=|-5
1 3 21l2 2

Por lo tanto,
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Ejemplo 22. Dadas las bases B; = {u,u,,u3} y B, = {v|,v,,v3}, donde los vec-

2 -1 1 4 1 -2
-2 JUy = -3 ,Ug = —4 (V= 1 , Uy = 4 , U3 = 3 ;
1 -2 -3 1 -3 -2

a) La matriz de transiciéon de Q de B, a B,

tores son Uy =
encuentre

b) [v] p; utilizando la matriz Q si [v] B, [—:1]
¢) La matriz de transicion P de B; a B,
Solucion

Calculemos la matriz Q utilizando

2 -1 1 : 4 1 -2 [1 -2 -3 : 1 -3 -2
[BilBJ=|-2 -3 -4 : 1 4 3|~|0 =7 -10 : 3 -2 -1

1 -2 -3 :1 -3 =21lo 3 7 :2 7 2

1 0 -1/7 ¢ 1/7 -17/7 -12/77 1 0 0 : 6/19 —40/19 —31/19
[0 1 10/7 : =3/7 2)7  1)7 ]~[0 1 0 : —41/19 —56/19 —13/19]
0 0 1 : 23/19 43/19 11/19) lo o 1 : 23/19 43/19 11/19

La matriz pedida es:

6/19 —40/19 —31/19
Q=l—41/19 ~56/19 —13/19]
23/19  43/19  11/19

b) Calculamos [v] H, utilizando la matriz Q
6/19 —40/19 -31/1917171 [~16/19
[v]B, = Q[v]B, = [—41/19 —56/19 —13/19] [—1] = [—11/19]
23/19  43/19  11/19 112 2/19

La matriz calculada es
—16/191

[v]B, [—11/19
2/19
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c¢) Calculamos la matriz de transicion P, a partir de [B, |By]:

4 1 -2 : 2 -1 1 1 4 3 -2 -3 —4
BB ]=[1 4 3 : -2 -3 —4|~|4 1 -2 : 2 -1 1
1 -3 -2 : 1 -2 -3/ -1 -3 =2 : 1 -2 -3
1 4 3 i -2 -3 —4 [1 4 3 i -2 -3 —4
[0 -15 —14 : 10 11 17]~ 0 1 14/15 : —2/3 -11/15 —17/15]
0o -7 -5 : 3 1 1)l lo -7 -5 :+ 3 1 1
1 0 -11/15 : 2/3 -1/15  8/15
[0 1 14/15 : -2/3 —11/15 —17/15]
00 1 i —70/69 —62/23 —104/23
1 0 0 : —16/207 —47/23 —64/23
~[0 10 58/207  41/23 71/23]
00 1 —-70/69 —62/23 —104/23

La matriz solicitada es:
—16/207 —47/23 —64/23
P = [ 58/207 41/23 71/23 ]
~70/69 —62/23 —104/23
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Ejercicios propuestos

1. Determine si el conjunto de los nlimeros enteros es un espacio vectorial.
2. Determine que el conjunto de las matrices M,,,, €s un espacio vectorial

3. Considere los vectores u; = (1,-2,1),u, = (3,2,-2),u3 = (-2,1,-1), determine si
el vector v = (1, —7,—4), puede escribirse como una combinacion lineal de
vectores u;, uy, u;.

4. Dado el siguiente conjunto de vectores
W = {V], Vv V3}, convy; = (3, —1, 2), V) = (2,3,]), V3 = (], —1, —])

Compruebe si /¥ forma una base de R>.






CAPITULO 5

TRANSFORMACIONES LINEALES

“El resultado lo conozco hace tiempo;
lo que todavia no sé es el camino para llegar a él”
F. GAuss

ANTECEDENTES

El concepto de transformacion lineal, es una conceptualizacion evolucionada
que requirié un gran desarrollo en la matematica, en la que se incorporan
nociones como funcion, linealidad, dependencia e independencia lineal, es-
pacios vectoriales, entre otros.

A fines del siglo XVII fueron desarrolladas ideas sobre la linealidad pro-
venientes de los babilonios y de los chinos. Un exponente de ello es Cramer,
quien formaliza la escritura para los sistemas de ecuaciones lineales; en su
libro Introduction a |’Analyse des Lignes Courbes Algébriques, presenta un
método para la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales que poseen el
mismo niumero de ecuaciones que de incognitas mediante el uso de determi-
nantes. Es asi que hasta el siglo XVIII el algebra lineal era en esencia el arte
de resolver ecuaciones. D’Alembert descubre que las soluciones de un sistema
Ax = b forman una variedad lineal; asi mismo, Lagrange y D’Alembert se
dan cuenta de que la solucioén general del sistema homogéneo Ax = 0 es una
combinacién lineal de algunas soluciones particulares. Es la interpretacion
matricial la que toma posicion explicita durante este siglo, y es Frobenius, en
su obra Sobre sustituciones lineales y formas bilineales, quien hace una va-

q 111
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liosa contribucion a la teoria de matrices y aporta al desarrollo del concepto
de transformacion lineal, que venia evolucionando desde el siglo XVIII con
los trabajos de Cauchy, Weierstrass y Kronecker, entre otros, y que gracias a
Weil adoptaria su forma actual.

Son Hamilton, Cayley y Grassmann los responsables de la axiomatizacion
de las nociones de vector y de espacio vectorial propuestas por fisicos de fines
del siglo XVII. Ademas, Grassmann introduce, entre otras, las nociones de
producto vectorial y de dimension de un espacio vectorial, que son algunas
de las nociones fundamentales del algebra lineal como hoy la conocemos. En
cuanto a las funciones en la linealidad, es Euler en el siglo X VIII quien pro-
pone una notacion cercana a la actual —f{x)—, pero Haenkel en el siglo XIX
establece su definicion en forma explicita. En el siglo XX, Klein unifica la
geometria, afirmando que ésta es el estudio de un espacio junto con un grupo
de transformaciones y de las estructuras que permanecen invariantes en ese
grupo. El rol del concepto transformacion cambia, constituyéndose en un eje
unificador.*

5.1. TRANSFORMACIONES LINEALES

Concepto de transformacion lineal. Sea T una funcion que efectiia una trans-
formacion del espacio vectorial V" al espacio vectorial W, la cual se expresa
como 7 V' — W, donde V es el dominio de 7'y W es el rango de T.

Definicion de transformacion lineal. La funcion T es una transformacion
lineal si para todo u, v e V'y k € R, se cumple:

1) Tu+v) =Tw + T(v)

i) T(ku) = kT(u)
De acuerdo con la definicion de la transformacion 7, se le llama también fun-
cion o mapeo lineal de un espacio vectorial J" a un espacio vectorial W, le
asigna a cada elemento de 7 un solo elemento de W, como se observa en la
Figura 1:

4 Véase Maturana, 1. (2015).
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Ejemplo 1. Sea T: una transformacion definida como 7(x, y) = (2x, y). Deter-
mine si 7" es una transformacion lineal

Solucion

La funcién T sera una transformacion lineal, si se prueba que las dos con-
diciones de la definicion se cumplen.

Sean u, v € R? con u = (uy,u5) y v = (v|,v5)
1) Tw+v)=Tw + T(v)
Calculamos T(u) + T(v)

Tw) + T() = T(uy,uy) + T(viva) = Quy,up)+ 2vy,v,)
= (21/[1 + 2V1, u2+ Vs ) . (1)

T +v) = T[(uy,ur) + Vi,vo)]l = T(uy + viuy + vo = Quy +vy), Uyt vy)
= Qu; +2v,urt vy) ...
Comparando (1) y (2) se puede observar que se cumple 7(u + v) = T(w) + T(v)
i) T(kw) = kT(u)
T(ku) = TTk(uyup)] = Tlkuykug) = 2(kuy) kuy) = 2(kuy kuy)

Factorizando %, obtenemos
kQuy,kuy) = kT(u)

Se ha comprobado que ambas condiciones se satisfacen, por lo tanto, pode-
mos concluir que 7 es una transformacion lineal.
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5.2 PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES

1) T(0) =0
i1) T(—v) = —T(v) paratodove V
i) I(v — w) = I(v) — T(w) paratodo v, we V

5.3 REPRESENTACION MATRICIAL DE UNA TRANSFORMACION
LINEAL

Sea T: R" — R™ una transformacion lineal, decimos que toda transformacion
lineal se puede representar matricialmente, por medio de 7{x)= Ax; donde 4
es una matriz basada en la transformacion linea de orden m x n. La matriz 4
también es conocida como matriz estandar. Toda transformacion matricial es
lineal.

Ejemplo 2. Sea T: R*> — R? una transformacioén definida por la siguiente
expresion:

x 2x — 4y + z]. . .
T [)zz] = [—Zx + 3y - Zz]’ encuentre su matriz asociada
Solucion
2R A A R B
2 y z -2 3 — 2 -

La matriz asociada es:

A= [—22 B g —1 2]

Ejemplo 3. Sea T: R* — R? una transformacion definida por:
T, y,2)=(x+2y—2z,2x—4y+22)

1) Determine si 7"es una transformacion lineal.

i1) Encuentre la matriz asociada a 7" con respecto a las bases candnicas de
R3 — R?
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Solucion
i) Seanu,veR3conu=(uy,uyu3) y v= 1, va, v3)
a) Verificamos si
) Tu+v)=Tu + TO)
Calculemos primero 7(u) + T(v)
Tw) + TOV) = (uy + 2uy — uz, — 2u; — 4uy + 2u3) + (v + 2v, — v3, — 2v; — 4vy + 2v13)
=u1+v1+2u2+2v2—u3—u3—2u1—2v1—4u2—4v2+2u3+2v3 (1)
Calculemos en segundo lugar T(u+ v)
T +v) =Twusus) + viva v3)] =
= Tt vy), (y + ), (3 + v3)]
=[G+ v) + 20y + vo) — (3 +v3) = 20y +vy) — 4y +vp) + 23 +2v3)] ... (2)
Comparando (1) y (2) se puede observar que se cumple 7(u + v) = T(u) + T(v)
b) T(ku) = kT(w)
T(ku) = T[k(ul’ulau3>)] = T(kul’kuZaku?v)
= (kul + 2k'II2 - ku3,) - 2ku1 - 4ku2 + 2k'II3
factorizando k, obtenemos
= k(uy + uy — uz— 2u; — 4u, + 2us) = kT(U)
Por lo tanto, se cumple que 7(ku) = kT(u)

Dado que ambas condiciones se satisfacen, podemos concluir que 7" es una
transformacion lineal.

i1) Para encontrar la matriz asociada a la transformacion 7, se sustituye la
base canonica en la transformacion matricialmente, los vectores resul-
tantes forman la matriz asociada.

S B R EART

4= % 7]

0
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Ejemplo 4. Sea T:M,, — M,, una funcién definida por: T [f: 2] = [«
determine si 7 es una transformacion lineal.

Solucion
Sean A= [ alve=[5 &l M,
Calculemos primero 7(A4)+71(B)
T+ 1B) =T [y al)+7( ;i a)) [o dz] [0 dz]_

=[a2-[|}-a1 d2+d;] o (D

Calculemos seguidamente 7(A+B)

rarn=1([§ J+[ 2D=r(G1s ral)

_ [(“ +0“1)2 , ] (2

(0 +uy)

o @k

Comparando (1) y (2) se puede concluir que 7(u + v) # T(u) + T(v), es decir,

y , por lo tanto, 7 no es una transformacion lineal.

5.4 CALCULO DE UNA TRANSFORMACION LINEAL

Consideremos la transformacion lineal 7' con base v,,,v3 en el espacio vec-
torial V'y los vectores uy,u,,u; € W, obtenidos bajo esta transformacion, calcu-
laremos una expresion para 7. Se obtendra realizando una combinacion lineal

de un vector v cualesquiera del espacio vectorial V" con los vectores dados
V, esto es:

v =kyv, +kyw, + - +k,y,conke W ..

de

A continuacion, aplicamos a (1) una transformacion lineal y obtenemos:

TW) = kIT(0) kT () + - . T K, T(vy) N )
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Dada la expresion (2) se obtiene una expresion para 7. Los 7(v) son reem-
plazados por los vectores uy,uy,us..., u, de esta manera las unicas incognitas
son las k, las cuales se obtienen a partir de la expresion (1)

Eiemplo 5. Sea T: R* — R? una transformacioén matricial y considere que:

1 -2

T [—1] =1[3]ir|-2|= _36];T[—2
-1 -2 1

Solucion

9 .
= [_ 3]; encuentre una expresion para I’

Sabemos que v= kv, + kv, + k3v3 y T(v) = kiT(vy) + kyT(v,) + k3T(v3), con
v=(x,),2).

Calculamos ky,k,,kz a partir de la combinacion lineal siguiente:

RS o

Obteniéndose el siguiente sistema de ecuaciones

1

+k2 2|+ k3

-2

k, + k, — 2k; = «x
[_ kl - zkz - 2k3 - y
- k1 - 2k2 + ks = zZ

Se resuelve el sistema matricial obtenido por el método Gauss-Jordanl

1 1 =21 x| [t 1 =2 ] x [1 0 -6 | 2x+y
-1 -2 -2 | y|~|0 -1 -4 | x+y|~0 -1 -4 | x+y |~
-1 -2 1 | z |0 -1 -1 | x+z] |0 0 3 | -y+z
_ -1 0 0 | 2x—-y+2z
1 0 -6 | 2x+y 100 | 2x-y+2z —3x+y—4z
o 0 1 4 | —-X -y 010 | ——
01 4 | x—y|~ R 3
- _ -v+z
0 0 3 | y+z 00 1 | 3 Iloo1 ¥y

3
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Del resultado anterior se obtienen los valores para cada una de la &;:

ki=2x-y+2z
—3x+y—4z
ks= =73
-y+z
ky= "3
_ 3 —3x+y—4z1r 3 y+z
T(v)=(2x—y+22)[_2]+[—][ ][
6x -3y +6z —-3x +y —4z —3y +3z -5y +5z
—4x +2y —4z +6x -2y +8z ] [ +y +32]

La expresion para T es

X
— _[Bx -5y +b5z
T(@) = [z l - [Zx +y +32]

rl]-6 3 8-
| E1 R
)-8 -1

| R
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5.5 NUCLEO E IMAGEN DE UNA TRANSFORMACION LINEAL

Existen dos subespacios, el nicleo (N,)) o kernel (ker(T)) y la imagen (Img(T))
o recorrido (Ry), asociados a una transformacion lineal. Estos subespacios
proporcionan informacion acerca de las transformaciones lineales, espacios
vectoriales y matrices.

Definicion de nuicleo. Sea T una transformacion lineal de un espacio vec-
torial /" a un espacio vectorial W, es decir, T:V — W, entonces al conjunto de
todos los vectores de ¥ que bajo la transformacion 7 son iguales al vector cero
en W, es llamado nucleo, kernel o espacio nulo de la transformacion 7, esto es,
Nr={veV|T»=0eW}.

Toda transformacion lineal 7" : V—W tiene otro conjunto asociado conoci-
do como imagen o recorrido.

Definicion de imagen. Sea un vector v € V que bajo la transformacion 7 da
como resultado un conjunto de vectores u € W que son sus imagenes, a este con-
junto se le conoce como la imagen de T, es decir, Imp= {ue W|A ve V>T(v)=u}

Definicion de la dimension o rango. La dimension de la imagen se re-
presenta por Dim(Imy) y es igual al nimero de vectores que hay en la base,
excepto cuando sélo esta el vector cero, en este caso la dimension sera cero.

Definicion de la dimension o nulidad del nucleo. La nulidad del ntcleo
Dim(N7) es igual al nimero de vectores que hay en la base, excepto cuando
solo esta el vector cero el cual no es base, en este caso la dimension es cero.

Ejemplo 6. Sea T: Ry — R, una transformacion matricial definida por

x
T ly| = (Zx -5 + z );encuentre
z -x + 2y + 2z

a) Nucleode T’
b) Una base para el nticleo de T’
¢) Lanulidadde T

Solucion
x _(Zx — 5y + z)
a)T}Z’_—x + 2y + 22)70
De a) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

2x—-5y+z=0
—x+2p+2z=0
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Se resuelve matricialmente el sistema homogéneo por el método de
Gauss-Jordan

[2 —51|0]~[2 —51|0]~[2 -5 1|0]~
-1 2 21 0o7lo -1 571 0o lo 1 -5 o

20—24|0]~[10—12|0]
01 -5 | 0 01 -5 | o0

Obtenemos el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

x —12z=0
y—5z=0

Resolviendo el sistema de ecuaciones lineales, obtenemos el conjunto so-
lucion:
x =12z
y =25z
Parametrizando, si z = a, obtenemos
x=12a
y=25a
Obtenemos el vector
x=(x,y,2)=(2a, 5a, a)

Por lo tanto, el nacleo es
Nr={x=(12a, 5a, a)}

b) Con el vector x anteriormente calculado, que representa el nicleo, obte-
nemos una base para el nucleo de T-

x =(12a, 5a, a) = a(12, 5, 1) como a € R, una base para el Ny es:
Byr =112, 5, )}
¢) La dimension Dim(Ny7) =1
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Ejemplo 7. Encuentre el recorrido y la dimension para la transformacion
lineal 7': R* — R? definida por:

— 5y + z)
x+2y+22

Solucion

Para calcular el recorrido de 7, se deben encontrar todos los vectores u € R?

de forma que bajo la transformacion se cumpla 7' [ I =u

Sea u = (a,b) la transformacion se establece como 7' |¥Y [ I = [ bl , al sustituir,
la transformacion se representa como:

-5y + =z ) [a]
—-x + 2y + 2z b
De la transformacion se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
2x =5y + z=a
- x +2+2z=b

Resolviendo este sistema de ecuaciones lineales matricialmente por el mé-
todo Gauss-Jordan

[2 -5 1 | a]~[2 51| a ]~[2 5 1 | a ]
-1 2 2| bl7lo -1 5 | a+20l7l0 1 -5 | -a-2b
2 0 -24 —4a—10b] [ —12 ~2a - 5b
01 -5 ~a—2b —a—2b

El sistema de ecuaciones lineales obtenido se representa como:
x — 12z =-2a-5b
y— z =—a-2b

El sistema es consistente, por lo tanto, el recorrido es un subespacio bidi-
mensional en R?, con R;= R, yla Dim Ry=2



122 UN PRIMER CURSO DE ALGEBRA LINEAL

5.6 RANGO Y NULIDAD DE UNA TRANSFORMACION LINEAL

Es importante resaltar que si 7° V— W es una transformacion lineal:
a) Elnucleo de T es un subespacio de V'
b) El recorrido 7 es un subespacio de W

Definicion de rango y nulidad. Sea T:V — W una transformacion li-
neal, la dimension del recorrido de 7 se llama Rango de T'y se denota con
Ran(T) = Dim(R,)

La dimension del nucleo de 7 se llama, Nulidad de Ty se representa por
Ny (T)=Dim(N7)

Teorema 1. Si T:V— W es una transformacion lineal de un espacio vectorial
V' de n—dimensiones a un espacio vectorial W, entonces, el Ran(T) + Ny (T) = n,
esto es, Dim(Ry) + Dim(N7) =n

Ejemplo 8. Sea T: R* — R? una transformacion lineal definida por:
T, v,z) = (x + 2y —z, 2x — 3y + z, 5x — 4y + z); encuentre
a) Una base y la dimension para el nucleo T
b) Una base y la dimension para el recorrido de T
Solucion X
a) Para calcular una base para el ntcleo se debe cumplir 7 |J’l =0, es decir,
X 0 z
-
z 0

Planteamos entonces el siguiente sistema de ecuaciones homogéneo a par-
tir de T(x, y, z)
x +2y —z=0
2x 3y +z=0
5Sx -4y +z=0
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Resolviendo el sistema homogéneo matricialmente por el método de
Gauss-Jordan

1 2 -1 1] 0 1 | 0
Iz -3 1 | 0]~Io l~ —3/7 | 0
5 -4 1 | ol lo -14 | o

12 -1 | o] [t 0 -1/7 | 0

~[0 1 -3/7 | 0‘~[0 1 —3/7 | 0‘

00 o | of oo o | o

El sistema es consistente y los valores obtenidos del sistema de ecuaciones
son:

1
x=7z
3

Parametrizando, si z = a, tenemos que:

1 3
(x,y,2z) = (7a 7a a)

El nucleo de T esta dado por

e = (o e

Del nucleo de la transformacion se pueden obtener infinito nimero de
bases:

(x,y,2) = (; a, ?;a a) =(1,3,7)

La base obtenida serd (N7) = {(1,3,7)} y la dimension Dy = 1
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b) Se calcula, en primer lugar, el recorrido; para obtenerlo se deben encon-
trar todos los vectores u € R® de tal forma que bajo la transformacion 7

=u; sea u = (a,b,c)

x a
entonces T [y] = [b], esto es,
z ¢ x +2y —z=a
2x — 3y +z=b>
S5x -4y +z=c

La imagen estara dada por todos los vectores u € R? que permiten que el

sistema de ecuaciones lineales sea consistente.

Resolviendo este sistema de ecuaciones lineales matricialmente por el mé-
todo Gauss-Jordan
12 -1 | a

1 2 -1 ] a1 2 -1 | a 2 —b
[2 -3 1 | b} ~ [0 -7 3 | =2a+b|~|0 1 -3/7 | -
5 -4 1 | ¢ 0 -14 6 | =5a+c 0 0 0 | —a—2b+c

Fl sistema sera consistente sia +2b—c =0

Para determina el rango de 7, se considera la ecuacion resultante —a — 2b + ¢
y despejamos a, obteniendose a = —2b + c. Parametrizando, sib =s yc =t
obtenemos:

Rr={(a,b,c) = (-2s + t,5,f)}
Una base para el recorrido se puede obtener de:
(a, b,c)=(2s+t,s,t)=s(-2,1,0)+ 11,0, 1)
La base obtenida es (N7p)= {s(-2, 1, 0) + t(I, 0, 1)} y la dimension (Dy) es 2
Ejemplo 9. Sea T: R* — R3 una funcién definida por:
T(x, y, z, w) = 3x=2y + z—w, =2x + 3y + z + 4w, 6x =5y + z — 4w), encuentre
a) una base y la dimension para el recorrido de 7

b) una base y la dimension para el ntcleo de T
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Solucion

a) Para el calculo del recorrido, debemos encontrar todos los vectores u € R® y

x X
a
que bajo la transformacion T’ sz =u. Sea u = (a, b, c), entonces T 3; I =H,
esto es w wl Llc

3x 2y +z-w=a
2x H3y + z +dw=0b
6x -5y +z 3w =c¢

Recordando, la forma del sistema de ecuaciones es Ax = By su represen-
tacion queda formalizada de la siguiente manera:

3 - 2 1 - 1qf}]
[— 2 3 1 4—] 2= [b]
6 -5 1 — 4 w c
Por lo tanto, la matriz asociada estd dada por la siguiente matriz:
3 - 2 1 -1
A=|— 2 3 1 4
6 -5 1 - 4

La base de la imagen estara dada por todos los vectores u € R* que hacen
que el sistema de ecuaciones anterior sea consistente.

Resolviendo este sistema de ecuaciones lineales matricialmente por el mé-
todo de Gauss-Jordan:

-2 1 -1 a
3 -2 1 -1 | a 1 3 3 3 | 3
2 3 1 4 | b|~ 5 5 10 2a + 3b
6 -5 1 -4 | c 3 3 3 | 5
0 -1 -1 -2 | -2a+c
1 -2 1 -1 a -2 1 -1 a
3 3 3 | 3 v 333 | 3
2a+ 3b 2a+3b
0 1 1 2 | 5 ~10 1 1 2 | 5
0 0 -10 —20 | 28a+257b 5S¢ 0 0 0 0 | 8a+53b+5c
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—8a+3b+5c

5
. ., . 1
Despejando a de la ecuacion anterior, obtenemos a = §(3b + 5¢)

El sistema de ecuaciones sera consistente si se cumple que:

. . 1
Parametrizando, si b = s y ¢ = t, obtenemos a = —=(3s + 5¢), obtenemos el
recorrido de T 8

Rec(T) = (a,b,c) = {( % (3s + 5t),s, t)}

Una base para la imagen se puede obtener de la manera siguiente

(a,b,c) = (% (3s + 50),5, 1) = %(3,8,0) + %(5,0,8)

La base calculada para (Ry) ={ (3,8,0), (5,0,8)} y la dimension (D) es 2.
x

b) Para calcular la base para el nucleo se debe cumplir que: T Jz, =0, es decir,

x w
0
Jz, =’0], lo que permite confirmar el siguiente sistema de ecuaciones
wl 104 homogéneo

3x —2y+z—-w=0
-2x +3y +z+ 4w=0
6x — 5 +z—-3w =0

Este sistema de ecuaciones homogéneo comparte la misma matriz asocia-
da A del sistema no homogéneo de la imagen. La diferencia radica en que la
matriz aumentada generada por el sistema homogéneo, sustituye la matriz
columna de las constantes, por un vector cero.

Resolviendo este sistema homogéneo matricialmente por el método de
Gauss-Jordan

3 -2 1 -1 0 110111 o0
-2 3 1 4 | 0]~’0 11 2 | 0]
6 -5 1 -4 | o loooo ]| o
x +z+ w=0
y +z+2w=0
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Despejando las variables x e y del sistema anterior obtenemos:

X=—Z—w
y=—z—-2w

Parametrizamos, siz =ty w = g entonces el vector x, y:
xX=—t—gq
y=-t—2q
De esta forma, el nticleo estara dado por
Np= {xyzW) = (t-¢-1-2q,1,9)}
Una base para el nucleo estara dada por:
(e y,zW)=(—t—q,—t-2q,t,q) = t(-1,-1,1-0) + g(-1,-1,1,0)
La base obtenida sera By, = {(-1,-1,1-0), (-1,-1,1-0)} y la dimension (D) es 2.

Teorema 2. Si T:V— W es una transformacion lineal de un espacio vec-
torial 7 de dimension finita a un espacio vectorial W, entonces la Dim(V) =
Dim(Im(T)) + Dim(N7))

a) Apliquemos el Teorema 2, al sistema de ecuaciones homogéneo:
x +2y—-z=0
2x - 3y +z=0
5x -4 +z=0

b) Como punto de partida, encontraremos una base para el nicleo y para

X X
0
esto se debe cumplir que T[JZ’ ‘ =0, es decir, :: = 0], lo que permite
0
w w

confirmar el siguiente sistema de ecuaciones homogéneo
x +2y-z=0
2x — 3y +z=0
Sx -4 +z=0
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Resolviendo este sistema de ecuaciones homogéneo matricialmente por el
método de Gauss-Jordan

1 2 -1 ] o0 [t2 -1 | o 12 -1 10
[2 ][ -7 3|0]~01—3/7|0~01—3/7|0
5 -14 6 | ol loo o | offoo o | o
10—1/7 0
a)01—3/7|0
00 0 | 0

El sistema es consistente y nos permite obtener las soluciones:

1
x=7z

3
y=zz

Parametrizando, si z = a, tenemos que:

1 3
(x,y,2) = (7a 7a a)

El ntcleo de T estd dado por

Nl (adea)

Del nucleo de la transformacion se obtienen las bases:

(x,y,2) = (7 a, 7a a) =(13,7)

La base obtenida es (N7) = {(1,3,7)} y la dimension Dy es 1.
b) Utilizando el teorema de la dimension

Dim(V) = Dim(R(T)) + Dim(N7y)

De lo cual deducimos

Dim(R(T)) = Dim(V) — Dim(Ny) =3 —-1=2

Por lo tanto, la dimension de la imagen serd: Dim(R(T)) = 2. Es decir, el
recorrido es un subespacio bidimensional de R>.
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Una base para el recorrido de 7 se obtiene de forma general a partir del
siguiente procedimiento:

De acuerdo con la dimension de la imagen, la cual es n, una base tendra n
vectores en R”. Se obtienen del sistema de ecuaciones homogéneo que permite
obtener el nucleo, para lo cual se considera la primera columna como el primer
vector, seguida de la segunda columna como el siguiente vector, es importante
mencionar que estos vectores deben cumplir con ser linealmente independien-
tes, si dichos vectores no son independientes, se considerard la siguiente colum-
na y se verifica nuevamente su independencia y asi sucesivamente.

En el caso de nuestro ejemplo, la dimension de la imagen es 2, por lo cual, una
base tendra dos vectores en R, obteniéndose la Base(R(T)) = {(1,2,5).(2,-3-4)}

Ejercicios propuestos

L. Sea T: R* — R? una transformacion definida por la siguiente expresion:

—4x + 8y - 2z]. . .
; encuentre su matriz asociada
- 9 + 6z

2. Sea T: R* — R una transformacion definida como: 7 (x,),2) = Y x2 + y% + z2;
determine si 7 es una transformacion lineal.

3. SeaT: R — R?una transformacioén matricial y considere que:

BBl 1Bl

4. Sea T: R* — R? una transformacion matricial definida por

2x + 3y
- 4y

; encuentre la expresion para T

- z
_ 4_2); encuentre

a) Nucleo de T

b) Una base para el nicleo de T’

c¢) Lanulidadde T






CAPITULO 6

VALORES, VECTORES CARACTERISTICOS
Y DIAGONALIZACION

Un matemadtico que no es también algo de poeta
nunca serd un matemdtico completo.
KARL WEIERSTRASS

ANTECEDENTES®

El problema de la determinacion algebraica de valores propios surgio en el
siglo X VIII a partir del estudio de sistemas mecanicos discretos.

El tema de los valores propios aparecié cuando Euler, en el primer ter-
cio del siglo X VIII, estudi6 sistematicamente la ecuacion general de segundo
grado en dos y tres variables en el plano y en el espacio respectivamente.
Demuestra que existen unos ejes perpendiculares donde la expresion de la co-
nica o cuddrica es especialmente sencilla. Posteriormente en 1760 en su libro
Recherches sur la courbure des surfaces, al estudiar las secciones normales
de una superficie en un punto encuentra que hay dos planos mutuamente or-
togonales cuyas secciones proporcionan las curvas de maxima y minima cur-
vatura. Posteriormente se vio que estas dos situaciones son casos particulares
del hecho de que una matriz simétrica sea ortogonalmente diagonalizable. La
nocion de polinomio caracteristico aparece explicitamente en el trabajo de

5 Véase Benitez, J. (2007).

¢ 131



132 UN PRIMER CURSO DE ALGEBRA LINEAL

Lagrange sobre sistemas de ecuaciones diferenciales en 1774 y en el trabajo
de Laplace (1749-1827) en 1775.

Su aparicién, sin embargo, no resulta sorprendente ya que el estudio de
formas cuadraticas existia desde la segunda mitad del siglo XVII; Leibniz
habia mostrado un gran interés en el estudio de sistemas de ecuaciones y sis-
temas de formas cuadraticas y estos temas son los que eventualmente darian
lugar a una teoria de matrices. Desde mediados del siglo X VIII, el surgimien-
to de esta teoria era ya claro, especialmente en los trabajos de D’Alembert
y Lagrange dedicados a la resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias
vinculadas al conocido problema de la cuerda vibrante 1. Sin embargo, los
métodos matematicos relacionados con estos problemas permanecieron su-
bordinados al aspecto mecanico de estos durante algiin tiempo. Fue hacia la
segunda mitad del siglo XVIII, que tanto Lagrange como Laplace se vieron
obligados —siempre motivados por la teoria fisica— a profundizar en el estudio
matematico de los valores propios. Estos trabajos tuvieron una gran influencia
sobre el trabajo de Cauchy.

Cauchy reconocio6 el problema del valor propio en la obra de Euler, Lagran-
gey Laplace. En 1826 tomo el problema de la reduccion de la forma cuadrética
en tres variables y demostr6 que la ecuacion caracteristica es invariante para
cualquier cambio en los ejes rectangulares, en lenguaje moderno, si A es una ma-
triz cuadrada y si S es invertible, entonces det(A — AI) = det(SAS™! — AI). En 1829
Cauchy prueba que los valores propios de una matriz simétrica son reales. Las
matrices hermiticas (A = At) fueron introducidas por Hermite (1822-1901).
Frobenius en 1878 prueba la diagonalizabilidad de las matrices ortogonales,
extendiendo en 1883 la demostracion a matrices unitarias (AA' =1). El teorema
espectral para matrices normales (AA'= A'A) se debe a Toeplitz (1881-1940).

Jacobi (1804-1851) dio la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales
Y, = AY, siendo A una matriz diagonalizable. Jordan resolvio el caso no dia-
gonalizable usando los conceptos de matrices similares (dos matrices A y B
se dicen similares si existe una matriz invertible S tal que A = (SBS™!) y de
ecuacion caracteristica). En el libro Traité des substitutions (1870) demostrd que
una matriz puede ser transformada a una forma canonica hoy llamada forma
canonica de Jordan. Un paso simultaneo hacia el concepto de valor y vector pro-
pio en un espacio vectorial abstracto lo dieron Sturm y Liouville al estudiar las
ecuaciones que hoy llevan su nombre. Observaron que si ¢ es cierto operador
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diferencial, entonces existe una sucesion de valores An tales que existen funcio-
nes yn no nulas ortogonales entre si verificando ¢ (yn) = Anyn.

6.1. VALORES Y VECTORES CARACTERISTICOS

De manera general, la imagen de un vector bajo una transformacion de un
espacio vectorial en si mismo no es un vector paralelo al vector inicial, exis-
ten vectores especiales para los cuales la accion de la transformacion es muy
sencilla: el vector y su imagen tienen la misma direccion. Estos vectores es-
peciales se le conoce con el nombre de vectores propios y permiten un analisis
sencillo de la transformacion puesto que en la direccion de ellos, la transfor-
macion solo se “encogen” o “expanden” los vectores.

YA

—

Ax

X

>
|

X

A

Los valores y vectores propios son una herramienta que permite obtener la
diagonalizacion de matrices, son utilizados en algunas aplicaciones como: los
modelos de crecimiento econdémico, crecimiento de la poblacion y en diversas
areas como la ingenieria y la fisica, entre otras.

Definicion de valores y vectores propios. Sea A una matriz cuadrada de
orden n, entonces un vector diferente de cero x € R” es un vector propio de 4
si Ax es un multiplo escalar de x esto es:

Ax=A\x

A la letra griega lambda (A) se le llama valor propio de A. Resulta impor-
tante establecer que se plantean valores propios, pertenecientes al conjunto
de los nimeros reales. Los valores y vectores propios son también llamados
valores y vectores caracteristicos y del aleman eingen valor y eigen vector,
respectivamente (eigen significa propio).
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Para determinar los valores propios y vectores propios de una matriz cua-
drada de orden n, se parte de la ecuacion:
Ax =
Esta ecuacion se puede expresar
Ax = Alx
Igualando a cero y factorizando x se obtiene:
AL-A4)x=0 0 A-AD)x=0

La solucion de este sistema homogéneo permite obtener soluciones dife-
rentes de cero, si y solo si, la matriz de coeficientes (AI — A) no es invertible,
o con soluciones no nulas, lo cual sucede si:

det(A—ADx=0
Teorema 1. Sea A una matriz cuadrada
1. Un escalar A es un valor propio de A4, siy solo si
det Ml—A)=0y,AeR

2. Un vector x es un vector propio de 4 asociado a un valor propio de A, siy
solo si, x es una solucion no trivial del sistema

OM—-A)x=0

La ecuacion (Al — 4) x = 0 se llama ecuacion caradteristica de A. El polino-
mio que se obtiene de resolver el determinante de esta ecuacion, se le conoce
como polinomio caracteristico de A, el cual se representa como:

P(N)=det(\I—A)x=0

Esto quiere decir, que los valores propios de una matriz cuadrada 4,, co-
rresponden a las raices del polinomio caracteristico de la matriz A.

Teorema 2. Una matriz A es invertible, si y so6lo si, 0 no es un valor propio
de 4.
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6.2 PROCEDIMIENTO PARA OBTENER
LOS VALORES Y VECTORES PROPIOS

Dada 4 una matriz cuadrada de orden n,
Paso 1. Se resuelve la ecuacion caraceristica de grado # en la variable A
PM)=det(Ml—A)x=0

Paso 2. Se determinan las raices reales de la ecuacion caracteristica, que
llamaremos valores propios

7&1 )\Q )\.3 }"n de A

Paso 3. Se resuelve el sistema homogéneo para cada A y se calculan los
vectores caracteristicos

AL-A)x=0
Ejemplo 1. Dada la matriz
A= 3
Paso 1. Se resuelve la ecuacion caraceristica: det(AMl — A)x =0
w-a=afy 91-1 1= A-0 &I=[57 74
AT - A| = |’1__13 ,1_—13| —(A-3)(A-3)-1=0

A2—61+9-1=0
2—61+8=0
(A-4)(1A-2)=0

Paso 2. Se determinan las raices reales o valores propios
r=4
A=2
Paso 3. Se resuelve el sistema homogéneo para encontrar los vectores pro-
pios y se calcula el espacio solucion de

AM-A)x=0
|,1 -3 -1 |
-1

AL — A| = P

q 135
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Con el primer valor caracteristico obtenido, A=4, calculamos (4 — AI)

M-A=41- A= [_11 _11]

. . . 1 1™
con la matriz obtenida evaluamos el sistema (Al — A)x =0, [_1 1 ] [xZ] =0

o
0

Resolviendo este sistema de ecuaciones lineales matricialmente por el mé-
todo de Gauss-Jordan

[1 —1|0]~[1—1|0]

-1 1 | o™~ "o o | o

obtenemos los valores correspondientes a las variables x
x1=x2

el sistema de ecuaciones resultante es:

[ x1 - xz

|
=
i)
+
=
¥

|

dado que es un sistema linealmente dependiente, parametrizamos asignan-
do cualesquiera valor a la variable independiente

Sixy=a
Obtenemos
X1 =a
de esta forma, obtenemos el valor propio asociado
X = (xl x2) = (aaa) = a(lal)
P2=[ﬂ
Con el segundo valor caracteristico obtenido, A = 2, calculamos (4 — Al)

M-A=2-4["; ]

-1 -11™
con la matriz obtenida evaluamos el sistema (Al —A)x =0, [_ 1 — 1] [xz] =0

el sistema de ecuaciones resultante es:

[—x1 - xz = 0]
—x1 - xz - 0
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Resolviendo este sistema de ecuaciones lineales matricialmente por el mé-
todo de Gauss-Jordan
—1—1|0]~[11|0]
1 oo 0 g o
obtenemos los valores correspondientes a las variables x
X1 = =X

dado que es un sistema linealmente dependiente, parametrizamos asignan-
do cualesquiera valor a la variable independiente

SI X,=-—a

obtenemos
X1 =-a

de esta forma, obtenemos el vector propio asociado
X= (x1>x2) = (_a’a) = a(_lal)
_[-1
P2 _[ 1 ]
Ejemplo 2. Dada la matriz

0o 0 7
A= lo 0 —9], encuentre los valores y vectores propios.
0 0 2

Solucion
1) Calculo de valores propios, a partir de det(Al — 4) =0
1 0 0 0 0 7 A 0 0] 0o 0 7 A0 7
010—00—9=030—l00—9l=10}{ 9]
0 0 1 0 0 2 0 0 A 10 0 2 0 0 A-2
I)l 0 7

Al-A=21

0 A 9
0 0 A-2l

A0 7
0 4 9
0 0 A-2

AT — Al = =A2(1-2)=0
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Los valores propios calculados son:
A=0
A=2

Célculo de vectores propios, a partir del espacio solucion de (Al — A)x =0

A 0 =7
aea-fo 1 9
0 0 A-2

Con la primer componente obtenida, A =0

0 0 -7
M—A=O]—A=Io 0 9]
0 0 -2
Igualando a cero, obtenemos (Al — A)x =0

0 0 =7]["
0 0 9||x2|=0
0 0 -—-21lx3

del sistema de ecuaciones resultante, obtenemos los valores correspon-
dientes a las variables

—7X3 =0
9X3 =0
—2.X'3 =0

Resolviendo este sistema de ecuaciones homogéneo matricialmente por el
método Gauss-Jordan

00 -7 ] 0 0011 O
00 9 | 0]...~...[0 0 0 | 0]
00 -2 1] 0 000 O
obtenemos
X3=O
si x;=a 'y x;=b
entonces

X =(x19x29-x3) = (a,b,O) = a(l,0,0) + b(OaLO)
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los vectores propios asociados:

1 0
pi=10f.p=|1
0 0
Con la segunda componente obtenida, A=2
2 0 =7
M—-A4=2[-4=|(0 2 9
0 0 O

Igualndo a cero, obtenemos (Al — 4)x =0

2 0 =71
0 2 9 ||x|=0
0 0 01Lx3

el sistema de ecuaciones resultante, obtenemos los valores correspondien-
tes a las variables

2x1 - 7X3 =0
2.7C2 + 9.7C3 =0

Resolviendo este sistema de ecuaciones homogéneo matricialmente por el
método Gauss-Jordan

20—7|0]~[10—7/2I0]
029'0 019/2|0

Obtenemos de la primera ecuacion

7
X1 =X
1 2 3
Parametrizando X3=c
7
X1 =—=C
172
Obtenemos de la segunda ecuacion
9
Xy =—=X
2 2 %3
9
x2 = ——=C

2
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Obtenemos entonces

7 9 c
X = (xlr xZJx3) = (icaici C) = §(7J _932)

y el vector propio asociado es:

6.3 DIAGONALIZACION

Definicion de diagonalizacion. Dada una matriz A es diagonalizable, si y solo
si, existe una matriz diagonal D semejante a la matriz 4. Existe una matriz P
invertible y D una matriz diagonal, tal que se cumpla AP = PD, es decir, que
se cumple que P ' AP = D.

Al procedimiento para encontrar la matriz diagonal invertible P y la ma-
triz D, lo llamamos proceso de diagonalizacion y diremos que ambas matri-
ces diagonalizan a la matriz A.

Teorema 3. Sea A una matriz cuadrada de orden n,

a) A es diagonalizable, si y solo si, tiene n vectores propios linealmente
independientes

b) Si A es diagonalizable con P ~! AP = D entonces las columnas de P son
vectores propios, lo cual se representa de la siguiente forma:
A, o .. O
) P=[P,P,....P3] y D=|i %

0 . . Ay
6.4 PROCEDIMIENTO PARA DIAGONALIZAR UNA MATRIZ

1. Obtener los valores propios a partir de la ecuacién caracteristica
P (M) =det(A\l —A)x=0

Obtener los vectores propios correspondiente a cada valor propio
Construir la matriz P de vectores propios

Comprobar que P es invertible

Obtener D utilizando la relacion D = P! AP

LR Wb
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Ejemplo 3. Encuentre una matriz P que diagonalice la matriz 4 y verifique
que en efecto D = P! AP, es una matriz diagonal para:

4 0
A=b 4
Solucion

Obtenemos los valores propios, resolviendo la ecuacion caracteristica

det\l—A)=0
w-amily 9 3 3L

1 —
=[04 AEJ

Se resuelve la ecuacion caracteristica
A-4?=0
El valor propio calculado es:
A=4

Soélo existe un valor propio, sin embargo, un valor propio puede tener aso-
ciado mas de un vector propio.

Se obtienen los vectores propios correspondientes a cada valor propio.
Sir=4
A-4 0
M—A—4I—A—[ 0 ,1_4]
Ahorade (M- A)x=0
[jl -4 0 ] _[o 0]
0 A-4 0 0

o oll]=0

AM—A4=
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Resolviendo este sistema de ecuaciones homogéneo matricialmente por el
método Gauss-Jordan

entonces x,X, € R.
Parametrizando obtenemos:

Si X1=a, x2=b
X = (xl X2 ) = (as b) = 3(1,0) + a(oal)

Los vectores propios son:
N _ [0
Py = [0]»172_ [1]
Construimos la matriz P de vectores propios
_1 o
P=[o 1l
La matriz P es igual a la matriz identidad (P = 1)

De esta manera, encontramos la matriz D, utilizando la relacion P '4Py
las propiedades de la matriz inversa
4 0
= -1 = -1 = =
D=P-AP=1-14I=A=[; ]
Ejemplo 4. Determine si la matriz A es diagonalizable
1 3 5
A= [0 0 1 I
0 0 -2
Solucion

Se calculan los valores propios

1 0 0] [L 3 5 A-1 -3 =5
M—A=x[o 1 0‘—[0 0 1l=[ 0 y —1‘
0 0 -2 0
1 -3 -5

0 0 1 0 A+2
",1_
det0l—A)=| 0 2 -1]|-=
0 0 A+2
AA -1\ +2)=0
A=0
A=1

A=-2
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Los valores caraceristicos obtenidos son diferentes entre si y de acuerdo
con el Teorema 3, podemos concluir que la matriz 4 es diagonalizable. Otro
punto a resaltar, es que si la matriz 4 es triangular, los valores propios seran
los valores que se encuentran en la diagonal principal.

Ejemplo 5. Encuentre una matriz P que diagonalice la matriz 4 y verifique
que D = P! AP es una matriz diagonal para:

1 3 5
A= [0 0 1 ]
0 0 -2
Solucion

De acuerdo con la definicion de matriz diagonal, observamos que la matriz
A, cumple con esas caracteristicas, por lo tanto, sus valores propios son los
elementos que estan en su diagonal principal

A=0
r=1
A=-2

Se encuentran los vectores propios correspondientes a cada valor propio,
calculando el espacio solucion de (Al — A)x =0

Con el primer valor caracteristico, A=0, obtenemos el primer vector carac-
teritico

1 0 0] [1 3 1-1 -3 —5
M—Azx[o 1 0]—[0 0 ] [
0 0 1] lo 0o -2 o a+2

-1 -3 -5
= [ 0 0 —1]

0 0 2
(M-A)x =0

B -

— X1 —Xp *5)(?3 =
X3 = 0
2X3 =0
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Resolviendo este sistema de ecuaciones homogéneo matricialmente por el
método Gauss-Jordan

-1 -3 =5 | 0 135 ] 0 1301] 0
Io 0 -1 | 0]...~...[0 01 | ol...~...[0 0 1 | ol
0 0o 2 | 0 002 1] 0 0001 O
Obtenemos el sistema de ecuaciones siguiente:
X1 + 3XZ =0
X3 =0
Los componentes del vector x = (x,x,, x3) son:

X1:3X2
X3 = 0

Parametrizando, si x, = a entonces x; = —3a, de lo cual obtenemos:
X = (x1>x2> x3) = (—33,&,0)
Por lo tanto, el vector caracteristico asociado es
-3
P = 1
: [ 0 ]
Para el segundo valor caracteistico. A=1. obtenmos el segundo eigenvector
A-1 -3 -57 [0 -3 -5
KI—A:[ 0 Yl -1 =[0 1 —1]
0 0 A+2]
AL-4)x=0

0 —3 —5][*]
0 1 -1||x|=0
0 0 3]l

Obteniendose el siguiente sistema de ecuaciones

—3XZ — SX3:0
Xy — X3 =0
X3 =0

Resolviendo este sistema de ecuaciones homogéneo matricialmente por el
método Gauss-Jordan

0 -3 -5 | 0 0 0 -8 00O 0
[0 1 —1|0]~[01—1 ][010 0]

0o 0 3 | ol oo 0oo0o1] o
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Parametrizando si x; = a

X1 a
.X'Z:O
)C3_0

Obtenemos
X :(xlaXZax3 ) = (a,0,0) = a(lao 0)

1
P2~ IOI
0
Para el tercer eigenvalor, A= -2, obtenemos el tercer eigenvector
A-1 -3 =5 -3 -3 -5
Al-A=| 0 A -1|=]0 -2 -1

0 0 A+2 0o 0 O

(Al — A)x=0

-3 -3 -5
0 -2 —1||x|=
0 0 o0llx

Obteniendose el siguiente sistema de ecuaciones

—3x1 — 3XZ — SX3:O
— 2)C2 — X3:0

Resolviendo este sistema de ecuaciones homogéneo matricialmente por el
método Gauss-Jordan

-3 -3 -5 -7 0
9 _ ~ 1
PRI TR

0

Transformando el resultado, obtenemos el sistema de ecuaciones siguiente:

7
Xq + gx:g = 0
1

2
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Obtenemos los componentes del vector x = (x1,x5,x3)

7

X1 = = gxg
1

xz = - Exg

Paramatrizando x; = a, obtenemos

1
x = (x1,%3,%3) = ( a,—a,a) =-(-7,-3,6)

Se construye la matriz P, a partir de los vectores propios obtenidos

-3 1 -7
P=|1 0 -3
0 0 6

Se calcula la matriz inversa de la matriz P

-3 1 -7 1 0 0 3 1 -7 | 100
[PIII=(1 0 -3 01 0] [ -16 | 1 3 0
0 01

0 0 6 00 1 6 |
—309|0—30—300I0—3—9/6
~[0 1 -16 1 1 3 offo 10 1 3 16
1
0 L 1oo Yo o100 1
100 | 01 14
~lo1 0] 13 16/
001 ] 00 1
- 1—
01 1[0 6 3
pt=[1 3 16/ |="16 18 16
6lo 0 1
0 0 1/
1063‘ 3 —7
D=P'AP=¢|6 18 16
0 0 1] —z 6

1
0
0

10 0 37[-3 1 =7] 1[0 0 O
=g[6 18 16”1 0 _3]=E[0 6 0]
0o o -2llo o 6 00 -12
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La matriz D obtenida es:

0 0 O
D=|0 1 0
0 0 -2

Ejemplo 6. Encuentre una matriz P (si existe) que diagonalice la matriz 4
y verifique que en efecto D = P/ AP es una matriz diagonal si:

7 0 -2
A=10 7 4
0 0 2

Solucion

Como 4 es una matriz triangular, los valores propios son los elementos de
la diagonal principal

A=7
A=2

Se encuentran los vectores propios correspondientes a cada valor propio,
calculando el espacio solucion de (Al — A)x =0

Para el primer valor caracteristico, A = 7, obtenemos el primero y segundo
eigenvector
1 0 0 7 0 -2 0 0 2
M_A:;V[o 1 0]—[0 7 4I=[o 0 —4]
0 0 1 0 0 2 0 0 =5
(AL-A)x=0

0 0 27
0 0 —-5]lxs

Obtenemos el sistema de ecuaciones siguiente
2X3 =0
— 4x3 =0
— SX3 =0
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Resolviendo este sistema de ecuaciones lineales matricialmente por el mé-
todo Gauss-Jordan

0 0 0 0 1
[0 0 —4 I [0 0 0 l
0 0 0 0 O
Obtenemos los componentes del vector x = (x,x,,X3)
X =a
X2 :b
X3 =0

X = (x13x23x3) = (a,b,O) = a(l,0,0) + b(O,l,O)

Los vectores propios asociados son

Bl

Para el segundo valor caracteristico, A = 2, obtenemos el tercer vector ca-
racteristico

-5 0 2
Al—A= I 0 -5 - I
0 0 0
AI—Ax=0
-5 0 21
0 -5 —4||X;|=0
0 0 0 11X
- 5x; + 2x; = 0
- sz - 4x3 = 0
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Resolviendo este sistema de ecuaciones lineales matricialmente por el mé-
todo Gauss-Jordan

~ 4
v l /5 X
| o
X1 - gxg 0
4
x, + gxg 0
2
X, = gxg
4
X; = —§x3

Parametrizando x; = a, obtenemos los componentes del vector x = (x,x,,x3)

2 4 a
x = (X1X2X3) = (ga. g a) = 5(2, —4,5)
El valor propio asociado es
2
p3 = -4
5
Se forma la matriz P de vectores propios

1 0 2
P=(0 1 -4
0 0 5
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Se calcula la matriz inversa de la matriz P

10 2 1 0 0
[PIN=[0 1 -4 o1o]
00 5 0 0 1
10 10

0 —4|01
00 5 | 00

A

i

|
| =
—
o ul
oo
sl
]

~]

1[5 0 -2
D=P'AP=z[0 5 4|0

0 0 1

De esta forma obtenemos la matriz D:

7 0 0
D=|0 7 0
0 0 2
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Ejercicios propuestos

0 0 5
1. Dada la matriz 4 = [0 0 —2] », encuentre los valores y vectores propios
0 0 3

2. Encuentre una matriz P que diagonalice la matriz 4 y verifique que
D = P! AP es una matriz diagonal si:

4 -3 -2
A=12 6 -1
-2 8 -9

3. Encuentre una matriz P (si existe) que diagonalice la matriz 4 y verifique
que en efecto D = P! AP es una matriz diagonal si:

[7 0 —2]
A=10 7 -4
0 0 5
4. Determine si la matriz A es diagonalizable
1 7 3]
A=10 0 1

0 0 -2}
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El objetivo principal de Un primer curso de dlgebra lineal
es capacitar al estudiante para comprender, formular y
resolver ejercicios de manera que pueda aplicar con mayor
soltura los temas aqui tratados a cada una de las proble-
maticas que se enfrente. La idea de presentar los temas a
partir de su forma general, tiene la finalidad de permitir
que las aplicaciones sean abordadas por cada area del
conocimiento y profesorado de la manera mas adecuada
para cumplir con sus objetivos, es decir, es un modo de
generalizar y entender los temas que tendran aplicacion e
interpretacion para cada disciplina, sin dejar de lado que
en la aplicacion se asumen conceptos y soltura para la
resolucion de los problemas.

Este material ha sido presentado a los estudiantes de la
licenciatura en economia de la Universidad Autonoma
Metropolitana, Unidad Xochimilco, y sobra decir que con
sus comentarios en clase y fuera de ésta han mejorado y
aportado ejercicios aqui incluidos para que sea mas senci-
llo y comprensible el texto. El libro esta pensado para que
pueda utilizarse en un curso que inicie con el capitulo de
matrices y termine con el capitulo de diagonalizacién, o
bien, como un texto que presente de manera independien-
te cada tema y subtema del contenido general.
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