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Prefacio

PocAs CUESTIONES PROVOCAN MAS INTERES QUE EL DINERO. Mientras para algunos
s6lo es un bien intermedio en un proceso de intercambio, para otros representa la po-
sibilidad de realizar sus proyectos. Las personas y las empresas lo demandan y quieren
retenerlo para realizar transacciones, para especular o para prevenirse, es decir, para
usarlo en caso de necesidad. Sin importar el motivo, siempre se desea tenerlo con el
minimo costo y el maximo rendimiento. Este recurso puede utilizarse en el momento
presente o en el futuro porque mantiene su valor en el tiempo.

Todas las transacciones realizadas por su medio presuponen que su precio o costo
de adquisicion debe ser tal que las operaciones presentes pueden diferirse. Este enfo-
que, el dinero como depdsito de valor y no meramente como medio de cambio, in-
troduce en los negocios la necesidad de emplear técnicas y métodos matemadticos que
permitan evaluar las consecuencias financieras de las decisiones adoptadas.

El objetivo de este libro es proporcionar al estudiante los conceptos, modelos, téc-
nicas y habilidades matemdticos para comprender el valor del dinero en el tiempo y
resolver los problemas que surgen en operaciones financieras y comerciales que reali-
zan las personas, los mercados y las instituciones.

Esta obra se estructurd a partir del principio bésico de la teoria del interés que dice
que toda transaccién financiera se considera en términos de intercambios, por ejem-
plo, la compra-venta. Asi las obligaciones de ambas partes deben ser equitativas (en
un negocio ambas partes ganan), es decir, las obligaciones se expresan por medio de
ecuaciones llamadas de tiempo y valor, las cuales se obtienen ficilmente a partir de la
identificacién de las obligaciones del acreedor y del deudor en un diagrama represen-
tado por una recta de tiempo. De este modo, el estudiante podrd, mediante sencillos
despejes algebraicos, encontrar la solucién sin necesidad de memorizar férmulas; éstas
se incluyen al final de cada capitulo sélo para que el estudiante comprenda cémo se
generan a partir de los modelos bdsicos estudiados aqui.

El enfoque actual para la ensefianza de las matemadticas financieras lo ha determi-
nado, entre otros factores, la gran disponibilidad de computadoras en todos los dmbi-
tos; por ejemplo, en las aulas es posible prestar mds atencién al razonamiento, com-
prensién y andlisis que al cdlculo algebraico: la hoja electrénica de cdlculo ha
permitido imprimirle mayor dinamismo a la ensefianza de las matemadticas financie-
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ras. Permite omitir procedimientos que involucraban, hasta hace pocos afos, la inclu-
sidén previa de conceptos de las matemdticas puras; por ejemplo, la expansion en series
de potencias, las sucesiones y series en progresién aritmética y geométrica o métodos
avanzados de aproximaciones sucesivas para el cdlculo de tasas de interés y niumero de
términos (pagos) de las series, entre otros. Ahora es posible conocer el valor de esas
variables con el empleo de la hoja electrénica de calculo; asimismo, es posible explotar
las funciones integradas de la hoja. Ahora se puede comprender mejor la solucién del
polinomio que representa el valor presente neto de la serie de pagos, sean fijos o varia-
bles, incluso se puede determinar rdpidamente si existe multiplicidad de raices o tasas
internas de rendimiento de esa serie, procedimiento que representaba un grado de di-
ficultad mayor en la ensefianza de este tipo de matemdticas aplicadas a los negocios.
La rédpida diseminacién del uso de computadoras ha provocado que el material biblio-
gréfico sobre el tema haya quedado rezagado.

Por lo anterior, todos los capitulos que conforman el presente libro se estructuraron
a partir del concepto de equilibrio en las transacciones financieras; bajo este enfoque se
establecen siempre ecuaciones para solucionar problemas de cualquier complejidad con
la ayuda de una hoja electrdnica y sin la necesidad de recurrir a férmulas especiales, lo
cual evita que el estudiante memorice las diversas férmulas financieras que han distingui-
do a las matemdticas financieras. La ventaja de este enfoque —implicito en la mayoria
de los textos conocidos, pero al cual no se le hace el debido hincapié— es que permite
solucionar cualquier problema empleando diversos procedimientos, por ejemplo, ya no
es necesario que coincida la frecuencia del pago de la tasa de interés con la del pago pe-
riédico; tampoco se necesita recurrir a la expresiéon que proporciona la suma de los pri-
meros términos de una serie ni se le requiere para encontrar el niimero de pagos de la
serie porque se recurre a la construccién directa de la amortizacién en la hoja electrénica
de cdlculo; no obstante, se expone la teorfa respectiva en forma muy accesible y resumi-
da sélo para la tranquilidad de quienes desean comparar contenidos temdticos.

Por ser un curso eminentemente prictico, se omitieron las demostraciones mate-
miticas formales pero se respetd el rigor que sefala la teorfa del interés.

El libro comprende nueve partes: ocho capitulos y un anexo, ordenados segin la
Gnica secuencia légica posible, sin que se pueda conocer un capitulo sin haber estu-
diado el precedente.

En el capitulo 1 se presentan los conceptos bdsicos de la teoria del interés, a partir
de los cuales se estructuran todas las aplicaciones; se explica con detalle el uso de una
tasa de interés sin importar cudl es el modelo de acumulacién del capital.

En el capitulo 2 se muestra el proceso de interés y descuento simple con s6lo dos
flujos de efectivo' y se enfatiza el concepto de tasa efectiva por periodo. El descuento

! El concepto de flujos de efectivo se emplea sencillamente como ingresos y egresos de dinero; no posee
la connotacién que se le da al presupuestar el capital, aunque en ésta al final se traduce también a ingre-
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PREFACIO

se ilustra con la compra-venta de Certificados de la Tesoreria de la Federacién con el
uso de ambas tasas de interés y descuento; esta opcién promueve el aprendizaje del
tema y prepara al estudiante para valuar otro tipo de obligaciones, como los bonos
que se estudian en el capitulo 8.

En el capitulo 3 se aborda el interés compuesto que se empleard a lo largo de todo el
libro. También se ilustra el proceso de acumulacién con dos flujos de efectivo, como
en el capitulo precedente. Se introduce el tema de equivalencia entre tasas de interés
para que el estudiante pueda evaluar alternativas financieras que no responden a pautas
convencionales de flujos de efectivo, o bien simplemente para comparar rendimientos.

En el capitulo 4 se aborda explicitamente la construccién de una ecuacién de valor,
que antes de este capitulo se emplea implicitamente; a la ecuacién de valor se le consi-
dera como la columna vertebral de las matemdticas financieras porque con ella se pue-
de evaluar cualquier alternativa financiera; de su plena comprensién depende que el
estudiante sea capaz de resolver cualquier problema en los negocios sin tener que re-
currir a férmulas especiales.

El capitulo 5 enfatiza el concepto y cdlculo de anualidades unitarias y con pagos fi-
jos R que se pueden convertir 0 no en expresiones mds compactas en términos de
célculo; con ello se brinda total libertad al estudiante de ignorar la existencia de toda
una teorfa de series en progresién geométrica sin preocuparse si el problema a resolver
se enmarca en casos generales preestablecidos; con este enfoque se capacita al estu-
diante para valuar obligaciones con series de pagos crecientes y decrecientes, que res-
pondan o no a una pauta convencional, a tasas fijas y variables.

En el capitulo 6 se muestra el proceso de amortizacién de una deuda con pagos fi-
jos y tasa fija, y para el caso de pagos fijos con tasa variable; muy comin en la prictica
pero poco ensefiado en los textos.

El desarrollo del capitulo 7 se apoya por completo en la hoja electrénica de calculo
para encontrar aproximadamente los puntos de intercepcién del perfil del valor pre-
sente neto con el eje de las abscisas y adoptar una decision financiera a partir de ese
valor aproximado. Con ello se logra hacer muy dindmico un proceso que hasta hace
poco representaba un alto grado de complejidad. Si se deseara conocer el valor preciso
de ese punto (la tasa interna de rendimiento), se muestra el método de interpolacién
lineal.

El capitulo 8 tiene como objetivo general que el estudiante verifique, a partir de la
aplicacién de lo aprendido en el libro, que es posible resolver cualquier alternativa fi-

sos y egresos; el empleo del término me ha parecido pertinente porque es compatible con el enfoque del
libro en el sentido de que no es necesario asociar ningun signo algebraico (positivo o negativo) a las co-
rrientes de efectivo, como se verd al establecer las ecuaciones; sin embargo, como esta practica si es comtin
en el 4mbito financiero (la del signo), en el capitulo 7 y en el anexo se respeta esa costumbre porque faci-
lita la comprension de las aplicaciones ahi mostradas.
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nanciera, por ejemplo cuando se tratan obligaciones de largo plazo propiamente mds
vinculadas a los mercados de valores que al sector bancario.

En el anexo se ilustra el uso de las funciones financieras de Microsoft® Office Excel
para resolver por este medio ejercicios seleccionados a partir del capitulo 3, los cuales se
identifican con el simbolo % Estas funciones representan una poderosa ayuda al faci-
litar los cdlculos que implica la valuacién de series de pagos en el tiempo.

El estudiante debe estar consciente de que aunque la computadora ejecute los clcu-
los finales, ello no lo exime de efectuar los planteamientos respectivos (una ecuacion
de valor), por lo que deberd conocer la teoria; sélo asi podrd resolver cualquier tipo de
situacién que se le presentara en esta drea.

El aprendizaje de las matemdticas financieras es asunto practico, por ello los ejem-
plos resueltos en el libro son tan valiosos como la teoria que los soporta asi como los
ejercicios propuestos al final de cada capitulo. Por su parte, el estudiante debe esfor-
zarse en llegar a la respuesta que se proporciona en la mayoria de ellos: el proceso de
ensayo y error también promueve el aprendizaje.

Por dltimo, debo senalar que el presente curso es apropiado para administradores,
economistas y para quienes deseen incorporarse al sector financiero; también resulta
bésico para quienes deseen tener acceso a un posgrado en finanzas.

Aunque se tuvo cuidado en la edicién, es posible que aparezcan algunos errores, se
ofrece una disculpa anticipada y se pone a disposicién del lector atento la direccion
electrénica <ydaniel@correo.xoc.uam.mx> para hacérmelos notar.

Yolanda Daniel Chichil

Universidad Auténoma Metropolitana
Unidad Xochimilco
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Capitulo 1

Conceptos bésicos

Introduccién

L.AS MATEMATICAS FINANCIERAS son una rama de las matemdticas aplicadas cuyo objeti-
vo es estudiar el valor del dinero en el tiempo, para lo cual emplea técnicas, métodos y
modelos a fin de adoptar la mejor decision financiera, ya sea en la valuacién de empre-
sas, en los proyectos de inversién, en los mercados de deuda y en general en la planea-
ci6én financiera.

El objetivo de este capitulo es conocer y definir los términos, variables y herra-
mientas que permitirin comprender y aplicar las técnicas, métodos y modelos que se
presentan a partir del capitulo 2.

Se presentardn los supuestos bdsicos bajo los cuales se acumula el dinero y se mos-
trard la representacién grafica de las obligaciones del acreedor y del deudor. Con esta
representacion, conocida como diagrama de tiempo y valor, se logran identificar tales
obligaciones y medir el tiempo en el que se vuelven exigibles para aplicar la fuerza que
hace que el dinero “crezca’: la tasa efectiva de interés.

1.1 Supuestos utilizados en las matemadticas financieras

La teorfa del interés se refiere a los diversos métodos para el cdlculo del interés y la
forma en que tanto el capital como el interés se devuelven al prestamista. El interés es
la cantidad que se paga por el uso, durante cierto tiempo, de un capital ajeno; para
calcularlo se considera el capital objeto de la inversién financiera y la longitud de
tiempo que corresponde desde el inicio de la transaccién hasta el momento en que se
devuelve el capital junto con los intereses. A esta longitud de tiempo se le llama tam-
bién plazo o término de la operacion. La acumulacién del capital, derivada del pago de
interés, se realiza por medio de funciones llamadas de acumulacién; en este texto se
verdn dos de las que se emplean en la prictica.

15
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Supuestos de la teoria del interés:

a) El capital (C) y el interés (/) se expresan en términos monetarios.

b) El capital siempre estd productivo, es decir, el dinero siempre se incrementa en
términos absolutos a través del tiempo (#). El valor cronolégico del dinero im-
plica que para #, > #;, el capital C, en el momento #, es mayor que el capital C;
en el momento #, para #, > #; = C, > C;. Esto implica que no se consideran los
efectos de la inflacién: C, siempre es mejor que C;.

c) Existe una fuerza que hace que el dinero “crezca” a través del tiempo; a esta fuer-
za se le conoce como tasa de interés.

d) El tiempo durante el cual se pagan efectivamente los intereses (o periodo en el
que se paga la tasa de interés). Este tiempo se refiere a la unidad de tiempo con la
cual se paga la tasa de interés realmente, que puede o no coincidir con el plazo
de la operacién. Entre las unidades de tiempo mds frecuentes se mencionan las de
7, 14, 28, 91, 182 y 360 dias; asi, una tasa de interés se acompana de la unidad
de tiempo con la cual se paga. Es importante sefialar que para efectos de célculo
conviene expresar el plazo en unidades de tiempo, es decir, el tiempo que se con-
sidere como plazo debe referirse al nimero de unidades o fracciones de unidad;
si bien esto facilita los cdlculos, no tiene cardcter obligatorio.

1.2 Diagrama de tiempo. Concepto y representacién

En toda transaccién financiera se identifica a la parte duena de los recursos —quien
los presta— y a la parte que solicita en calidad de préstamo tales recursos; ambas par-
tes tienen derechos y obligaciones (A le presta a B un cierto capital C durante un de-
terminado tiempo y le cobra una cantidad por ello; B se obliga a devolver ese capital
C, junto con una cantidad adicional). Para representar gréficamente esta operacién de
préstamo se emplea una recta sobre la cual se construye una escala que muestra los
egresos o gastos y los ingresos obtenidos durante los periodos de tiempo que com-
prenden una operacién; se representan s6lo obligaciones de A y B porque el derecho
de una de ellas es la obligacién de la otra; asi, se habla inicamente de obligaciones y
no de derechos y obligaciones. La escala se inicia en el momento “cero”, el momento
en que se efecttia la operacién financiera.

En esta escala, las unidades de tiempo (#) son periodos de interés, por ejemplo, si el
interés que se paga por una inversién es semestral, entonces la longitud de los interva-
los es semestral. Si los intereses se pagan trimestralmente entonces la longitud corres-
ponde a tres meses y la unidad de tiempo es el trimestre. En una escala de tiempo se
usan las siguientes convenciones:

16



CONCEPTOS BASICOS

a) El niimero de periodos de interés o la fecha, si se prefiere utilizar fechas, se escri-
ben bajo la escala de tiempo.

b) El niimero 0 en la escala indica siempre la fecha de inicio de la operacién.

¢) El final de un periodo marca el inicio del siguiente periodo.

d) Los ingresos o cantidades de dinero que una inversién produce en un periodo
determinado (derechos) se indican sobre la escala.

e) Los egresos, gastos o salidas de dinero que una inversion requiere en cada perio-
do (obligaciones) se indican en la parte inferior de la escala.

f) El periodo de pago de la tasa de interés y el tltimo periodo en la escala indican
al inversionista la unidad de tiempo empleada (meses, trimestres, semestres,
afos) y la duracién de la inversién.

g) En una escala de tiempo, las cantidades de dinero que se indican en cada periodo
(ingresos o desembolsos del inversionista) pueden ubicarse al inicio o al final de
cada periodo; en el primer caso se habla de pagos anticipados y en el segundo
de pagos vencidos.

Para mostrar el uso de estas convenciones en la elaboracién de un diagrama de
tiempo, considere el siguiente ejemplo:

Se solicita un préstamo de $2000 que conviene liquidar mediante una serie de pagos
mensuales de $100 que incluyen una parte del capital prestado y los intereses respec-
tivos. La duracién de la serie de pagos serd hasta el fin de la deuda.’

Identifique las obligaciones del deudor y del acreedor en un diagrama de tiempo.

La unidad de tiempo, o longitud de cada intervalo, es el mes, pues corresponde a la
frecuencia del pago de interés.

En toda transaccién financiera se identifican, mds que derechos, obligaciones; en
este caso, la obligacién del inversionista o prestamista es el desembolso de manera in-
mediata de $2000, mientras que la del prestatario es la de pagar $100 al final de cada
mes hasta la extincion total de la deuda.

La escala de tiempo en que se ubican las obligaciones del prestatario (Obligacién
A) y del inversionista (Obligacién B) es la siguiente:

100 100 100 Obligacién A

0 1 2 n meses  Obligacién B
$2000

! En este momento es irrelevante expresar la composicion del pago mensual de $100 en capital e intereses.
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En el documento se hablard de “pagos” o flujos de efectivo para denotar depésitos o
retiros, indistintamente: los primeros se consideran como pagos positivos y los segundos
negativos si no hay lugar a confusién; no obstante, el signo negativo de los egresos no
aparece en el planteamiento porque al identificar las obligaciones de las partes se vincu-
lan con una ecuacidn, es decir, sdlo se relacionan pagos propiamente dichos.?

De manera general, si se deposita una cantidad Cen el momento presente para tener
derecho a percibir una serie de “pagos” o flujos de efectivo F 4/ final de cada periodo du-
rante ¢ periodos, se pueden ubicar tales obligaciones en la escala de tiempo siguiente:

F, F, F, Obligaciones:
efectuar ¢ flujos F

0 1 2 ¢ (periodos)

C

'

Obligaciones: Depositar en el
momento presente el capital C

Si los flujos de efectivo F se realizan al principio de cada periodo:

Fy F, F, F,_, Obligaciones:
efectuar ¢ flujos F

0 1 2 t—1 t

C

'

Obligaciones: Depositar en el
momento presente el capital C

Debe observarse que en este caso se termina la obligacién de pagar (los flujos F) un
periodo antes del dltimo; sin embargo, siguen siendo # flujos de efectivo porque se
inicié el pago un periodo antes (al inicio del primer periodo).

En general, en toda transaccién financiera se identifican los siguientes elementos:

1. El capital objeto de la transaccién.

2. El tiempo durante el cual se usa el capital hasta que se devuelve junto con su in-
terés. También se le conoce como plazo o término de la operacién.

3. El tiempo durante el cual se paga interés.

4. El interés que se paga peridédicamente.

2 El término flujos de efectivo se empleard como entradas y salidas de dinero sin anteponer ningn sig-
no algebraico.
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5. La fuerza que hace que el dinero aumente, es decir, la tasa de interés. Se expre-
sa como razén de un tanto de cada unidad de capital prestado, por ejemplo:
$10 por cada $100 prestado, es decir % = 0.10 o tasa del 10%, indica que por
cada $100 prestados se devolverdn $10 de interés en el lapso de una unidad de
tiempo.

La definicién formal de zasa efectiva de interés se hard en la seccién 1.4 de este capitulo.

1.3 Cémo se acumula el capital

La funcién de acumulacién del capital se define con base en una progresién aritméti-
ca (crecimiento lineal o simple) o geométrica (crecimiento exponencial o compuesto).

El crecimiento del capital se debe al efecto de una tasa de interés y al transcurso del
tiempo. En términos précticos, la acumulacidon de un capital se efectda bajo un régi-
men de interés simple (los intereses son generados s6lo y tnicamente por el capital
original, llamado también principal) o bajo un régimen de capitalizacién (los intereses
generados se reincorporan al capital para producir a su vez nuevos intereses). El régi-
men de capitalizacién es el que predomina en el mercado financiero, y su sustento es
una funcién de crecimiento exponencial, de tal forma que la variable independiente
es el tiempo.

El capital crece en intervalos finitos, de tal manera que durante todo el intervalo se
posee el mismo capital que al principio y solo aumenta al final del intervalo; véase en
la gréfica 1.1 la acumulacién discreta del capital, que es la que se registra para efectos

practicos.
Grifica 1.1
Acumulacién discreta de capital
A
Valor acumualdo (S)
a0
a o
Capital inicial ~ [@—2

T T T | B

tO [1 t2 - tn—l tn
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Obsérvese en la grifica que si un capital C se acumula en el intervalo [z, #, ]
(paraj=0,1,2, ..., 7— 1) auna cierta tasa de interés, habrd la misma cantidad Ca lo
largo del intervalo [#;, ¢, 1] y s6lo se habrd incrementado el capital C (por acumula-
cién de intereses) en el tiempo £ = 7, .

Para ilustrar lo anterior, en la gréfica se utilizé el circulo negro para denotar el valor
del capital al inicio del intervalo y el circulo blanco para indicar que al final del inter-
valo se acreditan los intereses y la nueva cantidad ya aparece registrada al inicio del si-
guiente. Lo anterior significa que las entidades financieras acreditan el interés s6lo en
el aniversario del contrato.

En teoria, tal incremento no se da en forma escalonada; puede intuirse que existe
una “fuerza” que hace que el capital se incremente continuamente en el intervalo refe-
rido, a saber:?

Grafica 1.2
Valor acumulado (S) del capital

Capital
Capital
t t
Funcién lineal del valor acumulado Funcién exponencial del valor acumulado
del capital del capital
(régimen de interés simple) (régimen de interés compuesto)

@ (b)

Obsérvese que ambas lineas son “suaves”, es decir, son continuas en el tiempo.

Aunque existen otras funciones de acumulacién, no son de relevancia para efectos
précticos. De las dos funciones, (a) y (b), la exponencial es la que representa el proce-
so de reincorporacién —continua— del interés al capital para generar nuevos intere-
ses. En este proceso de acumulacién opera una tasa de interés continua.

3 La acumulacién del capital se origina de la incorporacién de intereses al capital; la distincién entre
interés simple y compuesto obedece al hecho de que se calcula el nuevo interés en cada periodo a partir del
capital original o del acumulado, respectivamente.
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En este libro se estudiardn s6lo dos funciones de acumulacién del capital: la del in-
terés simple (o crecimiento aritmético) y la del interés compuesto (o crecimiento
geométrico).

En el capitulo 1 se verd el régimen de interés simple y a partir del capitulo 2 el de
capitalizacién.

1.4 La medida del interés

Para medir el interés se consideran los tres elementos que se mencionaron en la sec-
cién 1.1: capital, interés y tiempo. Sin embargo, la medida fundamental del interés es
la tasa efectiva de interés.

La tasa efectiva de interés

Supéngase que una unidad monetaria se invierte durante una unidad de tiempo (por
ejemplo, un dia, mes, afo, etc.) a una tasa de interés i pagadera precisamente durante

esa misma unidad de tiempo. El siguiente diagrama ilustra la operacién del interés ge-
nerado y su incorporacién al capital original.

Valor acumulado

del capital
Capital + Interés
$1 $1+$1:1=81(1+))
| |
f 1
0 t =1 (una unidad de tiempo)
Momento en que se Momento en que se paga
realiza la operacién la tasa de interés

Se observa asi que el interés se paga atendiendo al capital objeto de la transaccién y
al tiempo durante el cual la tasa de interés se paga* efectivamente.

4 Se dice que una tasa de interés es “pagadera” o que “se paga” al final del periodo unitario de tiempo,
cuando el prestamista o inversionista recibe una cantidad fija de dinero, el interés pactado en la transac-
cién financiera, por el uso del capital durante ese periodo.
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El interés que se pagd por unidad de capital prestado y por unidad de tiempo es:

Interés ganado

i

B (capital prestado) (unidad de tiempo)

Valor acumulado del capital — Capital prestado

(capital prestado) (unidad de tiempo)

Con base en esta relacién, las definiciones de tasa efectiva de interés son las siguientes:

El cociente que resulta de dividir la cantidad del interés ganado durante un periodo por
el capital invertido al inicio del periodo.

La cantidad que se paga al final de un intervalo unitario de tiempo por cada unidad
de capital prestado (0 invertido) al inicio del mismo.

La tasa efectiva de interés se puede calcular para cualquier unidad de tiempo: dia,
semana, mes, semestre, entre otros.

Sea: C~ el capital objeto de la transaccién financiera.
I ~ el interés ganado en la operaci6n.
i ~la tasa de interés efectiva pagadera por unidad de tiempo.
t ~ el plazo expresado en unidades de tiempo. La unidad de tiempo.
corresponde al periodo con el cual se paga la tasa de interés.
S ~ el valor acumulado (valor futuro o monto) del capital.

La tasa efectiva de interés, i, por unidad de tiempo se obtiene de acuerdo con la
definicién arriba senalada:
I

Z'ZE [1.1]

Asi, se puede definir a la tasa efectiva de interés como:

* La medida del interés pagado al final del periodo.

* La cantidad de dinero que una unidad monetaria invertida al inicio
de un periodo de tiempo ganaria durante el periodo.

* El cociente que resulta de dividir la cantidad de dinero ganada durante
el periodo por la cantidad invertida al inicio del periodo.

* El incremento por unidad de capital bajo el efecto de una fuerza
de interés durante un periodo de tiempo.

* La cantidad que se paga en un intervalo de tiempo por cada unidad
de capital invertido.
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La relacién [1.1] se emplea para calcular el interés (/) ganado
I=Cit [1.2]

De las definiciones [1.1] y [1.2] debe observarse que:

El interés ganado en una operacién es una cantidad en dinero, mientras que
la tasa de interés es un cociente expresado por regla general como porcentaje.

Esta definicién implica que el interés se paga al final del periodo de inversién y
s6lo una vez durante el mismo; la tasa efectiva se refiere al pago de interés por periodo
de inversi6n; a este periodo se le conoce como periodo unitario de tiempo y durante él
la tasa efectiva y el capital permanecen constantes.

Definicion de interés:

Cantidad de dinero que se paga por usar el dinero ajeno.

Ejemplos que muestran cémo influye la unidad de tiempo en el célculo de la tasa
efectiva

Si por una inversién de $10000 durante seis meses se pagan intereses de $800, ;cual
es la tasa de interés efectiva...

a) ...anual?
b) ...semestral?
¢) ...mensual?

a) Conviene tomar como unidad de tiempo’ al afio; asi el plazo se expresa como V2
de la unidad de tiempo:

Capital + Interés = Valor acumulado
10000 + 800 = Valor acumulado
C+I =va

0 t= Y2 ano
$10000

> La unidad de tiempo corresponde al periodo en el que se paga la tasa de interés.
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Valor acumulado — Capital 1
Capital * ¢ - Ct
800

10000 (%)

i:

*. la tasa de interés efectiva anual es de 16%.

b) Témese como unidad de tiempo el semestre; el plazo representa entonces una
unidad, 1, de tiempo:
10000 + 800

|
I
0 t = 1 semestre

$10000
800

= 710000 (1)

*. la tasa de interés efectiva semestral es de 8%.

¢) Considérese como unidad de tiempo el mes, el plazo representa entonces 6 uni-

dades de tiempo:
10000 + 800

|
I
0 t = 6 meses

$10000
800

~ 710000 (6)

. la tasa de interés efectiva semestral es de aproximadamente 1.33%.

El cuadro 1.1 resume lo anterior:

Cuadro 1.1
La unidad de tiempo y la tasa de interés
Plazo Capital Intereses Valor acumulado Tasa % Tasa efectiva
6 meses | $10000 $800 $10800 16.0% anual
6 meses | $10000 $800 $10800 8.0% semestral
6 meses | $10000 $800 $10800 1.333% mensual
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Aun cuando el plazo sigue siendo el mismo, el periodo o frecuencia del pago de la
tasa puede variar, sin embargo debe observarse que en todos los casos produce el mis-
mo interés sobre el mismo capital; a las tasas de interés que poseen esta caracteristica
se les conoce como tasas equivalentes. Asi, la pentltima columna del cuadro corres-
ponde a tasas efectivas equivalentes.

Lo anterior se puede verificar mediante un cdlculo directo del valor acumulado (S)
utilizando la expresién [1.2] para calcular los intereses y después incorporarlos al capital.

S=C+1 [1.3]
a) § = 10000 + 10000(0.16)(3)
= $10800
b) §'= 10000 + 10000(0.08)(1)

$10800

¢) S = 10000 + 10000(0.0133)(6)
=$10800

Del presente ejemplo se desprende que una tasa efectiva de interés debe acompanar-
se de la indicacién del periodo de su pago (como en la tltima columna del cuadro 1.1).

Una deuda de $9000 vence dentro de dos meses y el importe de los intereses es de
$165. ;Cudl es la tasa de interés que se paga por el préstamo? Supdngase que la opera-
cién se pactd el 6 de mayo.

Como la tasa de interés solicitada no expresa la frecuencia con la cual se paga, aqui se
tomarfa como unidad de tiempo el afo.

$9000 + $165
I I
0 t = 60 dfas
$9000
Fecha de
vencimiento

La longitud del ano en dias puede ser de 360 o de 365 dias; si se considera como
de 360 y meses de 30 dias, se dice que el interés es ordinario; si es de 365 (y por lo
tanto nimero exacto de dias del mes referido), se dice que el interés es exacto.
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a) Si se emplea el interés ordinario:
Se sabe de la expresién [1.3] que:
S=C+1

Y a partir de la expresién [1.2]:
S=C+ Cit

S=C(1 + i) [1.4]

Como esta expresién ya involucra a la variable 7, se puede emplear para responder:

~ 60
, 60
$9165 = $9000 (1 + (3) %)
0.11 = ¢

[ 1a tasa efectiva anual del préstamo es de 11% si se considera el interés ordinario.
b) Si se emplea el interés exacto:

. 61

$9000 (1 + (2) ﬂ)

16
$9165 360

0.109699 = i
[ 1a tasa efectiva anual del préstamo es de 10.97% si se considera el interés exacto

(afio de 365 dias y ntimero exacto de dias del mes).
En ambos casos, la fecha de vencimiento es el 6 de julio.

Reglas para medir el tiempo que hay entre dos fechas

Se considera al ano de 365 dias y el ndmero exacto de dias del mes o

Tiempo exacto: . . A
meses referidos; el tipo de interés es exacto.

Se considera el afio de 360 dias y cualquier mes como de 30 dias; se dice

Tiempo ordinario . L . .
que el tipo de interés es ordinario o simple.

Se considera el ano de 360 dias y el nimero exacto de dias del mes o

Regla comercial . . . N . .
meses referidos; se dice que el tipo de interés es comercial o bancario.
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Del ejercicio anterior ;cudl es la tasa de interés efectiva pagadera cada 60 dias?

Considérese como unidad de tiempo el periodo de 60 dias, es decir, la frecuencia del
pago de la tasa. Asi, el plazo representa una unidad de tiempo.

$9000 + $165

I .

0 t=1
$9000

De la expresion [2] se despeja la tasa efectiva de interés.

I 8165
~Ct 9000 (1)
i=0.0183

|| la tasa efectiva bimestral es de 1.833%.
El lector puede verificar que esta tasa es equivalente a 11% anual.

Los siguientes ejercicios se realizan bajo la suposicién de que el afio es de 360 dias.
Cuando no se especifica si el interés es ordinario o exacto debe entenderse que se
refiere al primero: ano de 360 dias y meses de 30 dias.

Del ejemplo 3, ;cudl es la tasa de interés efectiva semestral?

Considérese como unidad de tiempo el periodo del pago de la tasa, 6 meses, el plazo
: 60

serd ;o unidades de tiempo.

$9000 + $165

0 = 99 Unidades
$9000 180" 4e tiempo
Si se emplea la expresion:
S=C+Cit 60
$9165 = $9000 + $9000 () oo

i =0.055
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la tasa efectiva semestral es de 5.5%. El lector puede verificar que es
equivalente a 11% anual y a 1.833% mensual.

Se solicita un préstamo de $530 por el cual se cobraun interés de $26. Si latasa
deinterés es de 9%, ¢cud fue laduracion del préstamo?

Como no se especifica la frecuencia del pago de la tasa de interés, se da por

sentado que es anual. Conviene tomar como unidad de tiempo €l afo. El diagrama
es e siguiente:

$530 + $26
I |
I |
0 t="?
$530
Si despejaalavariablet delaexpresion [1.4]
S=C( +it)
$556 =530 [1+ 0.09 (t)]
t = 0.545073

la duracion del préstamo es de 6 meses con 16 dias, aproximadamente.

¢A gué tasa deberiainvertirse un capita paratriplicar su valor en 18 meses?

Si setoma como unidad de tiempo a afio de 360 dias:

3C
| |
(') £ =22 Unidades
%0 de tiempo
C S=C(1 +it)
3¢ = 530 [1 +i
360
3= [1+ 240
= 360

unatasa de interés efectiva anual de 133.33% permite triplicar cua quier
capital s seinvierte durante 18 meses.
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Hallar el valor acumulado de:

a) $1500 pagaderos en 10 anos a 5% efectivo anual.
b) $5000 pagaderos en 6 meses a 4.8% efectivo trimestral.
c) $4000 pagaderos en 5 afios 6 meses a 6% efectivo semestral.

a) La unidad de tiempo es el ano y las obligaciones se ubican en el siguiente diagra-
ma de tiempo.

$1500
/N
0 1 2 10 afios
S=2?
El valor acumulado del capital es:
S=C+1
§S=C+Cit
S=$1500 + $1500(0.05) (10)
S=$2250
b) La unidad de tiempo es el trimestre
0 1 2
$5000 t= 2 trimestres
S=2?
El valor acumulado del capital es:
§=C +1
S=C+Cit
S=$5000 + $5000 (0.048) (2)
S =$5480
¢) La unidad de tiempo es el semestre.
/A
0 1 2 3 11
$4000 t =11 semestres
S=2?
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El valor acumulado es:

S=C+1

S=C+Cit

S =$4000 + $4000 (0.06) (11)
S = $6640

Un empleado solicitéd un préstamo de $150 a liquidar en dos meses y pagd $9 por
concepto de interés. ;Cudl fue la tasa de interés anual?

Si la unidad de tiempo seleccionada es el ano:
= Cit )
$9000 = $150 () 5

i=0.36
|| la tasa de interés anual es de 36%.

Ejemplo 10

Se solicita un préstamo de $125 y un mes después se liquida mediante el pago de
$128.75. ;Qué tasa de interés anual se pagd?

Se considera como unidad de tiempo el afio.

/A $12875
0 1 2.. t =12 meses
$125
S=C( +ir )
128.75 = 1251+ Z(E)]
i=0.36

|1 la tasa de interés pagada fue de 36 % anual.

Ejemplo 11

Si una persona presta $3000 a 10%, ;cudnto tiempo necesitard para obtener $75 de
interés?
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Témese como unidad de tiempo el afio.

/A $3000 + $75
0 1 2 3. ¢ = afo o fraccién de afio
$3000

Si la unidad de tiempo es el ano, el cdlculo de los intereses es el siguiente:

I =2Cit
$75 = $3000(0.10) 2
t = 0.25 anos

| Para ganar $75 por intereses con un capital de $3000 a 10%, se necesita invertirlo
durante tres meses.

Obsérvese que también puede emplearse la expresién [1.4].
Conclusiones importantes de los ejemplos resueltos

El ejemplo 2 nos permite observar que los resultados varfan segin se emplee determi-
nada regla para medir el tiempo.

Interés ordinario y regla bancaria

Si el afo se considera de 360 dias y los meses de 30, se dice que los intereses
se han calculado con el tipo de interés ordinario.

Si el ano se considera de 360 dias y los meses segtin el nimero exacto de dias
que corresponda al mes referido, se dice que los intereses se han calculado
mediante la regla bancaria.

El ejemplo 3 nos permitié concluir que aun cuando la tasa de interés estaba referi-
da a diferentes periodos de pago (diferentes unidades de tiempo), producia los mis-
mos intereses sobre el mismo capital durante el mismo plazo (véase cuadro 1.1), es
decir, se proporcionaron tasas de interés equivalentes.

Se dice que dos tasas son equivalentes si producen los mismos intereses sobre el

mismo capital durante el mismo plazo.
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Presentamos a continuacién un ejemplo en el que se emplea el modelo de acumu-
lacién del capital S = C(1 + 7#) para calcular tasas de variacidn, especificamente tasas
de crecimiento; el modelo funciona para aumento o disminucién.

Ejemplo 12

Cilculo de tasas de crecimiento
Las utilidades anuales por ventas de cierta empresa son:

Afo 2004 2005 2006 2007

Ventas 350 410 560 730

(miles de pesos)

a) ;Cudl es la tasa anual de crecimiento de las utilidades por ventas?
b) ;Cudl es la tasa de crecimiento global de las utilidades por ventas en el periodo
de referencia?

Aunque este ejemplo no se refiere a inversiones, puede responderse a partir del cdlculo
de la tasa de interés antes vista, es decir, del modelo de acumulacién § = C(1 + i?), el
cual puede convertirse en un modelo donde las utilidades del afio actual se obtienen a
partir de las utilidades del ano anterior.

Si 7 es la tasa de incremento de las utilidades por ventas:

Utilidad, = Utilidad, _, (1 + )

Utilidad, | _
Utilidad,

Asi, para la informacién proporcionada se puede graficar el diagrama de tiempo:

$350 $410 $560 $730
0 1 2 3
2004 2005 2006 2007

a) La tasa anual de crecimiento de las utilidades se obtiene para el primer afio (de
2004 a 2005)
410 =350(1 +4)
410

— —-1=i

350
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|| i = 17.14% Tasa anual de crecimiento de las utilidades por ventas del 2004.

Al efectuar los dos célculos siguientes se obtienen las tasas anuales de crecimiento
de las utilidades por ventas para el periodo (2005-2007):

Tasa anual de crecimiento

Afo de utilidades
2005 17.14%
2006 36.59%
2007 30.36%

b) La tasa de crecimiento global es el cambio porcentual de dos cantidades en un
periodo (en este caso de 2004 a 2007); asi, de acuerdo a lo visto sobre tasa de
interés, la unidad de tiempo representa tres afios:

$350 $730
0 1
2004 2007
730 =350(1 + 2)
130
350

De donde la tasa global de crecimiento de las utilidades por ventas en el periodo
2004-2007 es de 108.57%.

Debe observarse que las tasas anuales reflejan mejor el comportamiento de las utili-
dades que la tasa global.
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Ejercicios propuestos

1

. Calcular el interés ganado por una inversion de $100000 a una tasa de interés

simple de 5% anual durante los primeros tres meses y 6% anual durante los
siguientes dos meses.
Sol.: $2250.

. Por un préstamo otorgado el dia de hoy por $12500, un mes después se pagara

$128.71 por concepto de interés, ¢queé tasa de interés se pagara?
Sol.: 12.36%.

. Una persona obtuvo un préstamo de $95, seis meses después liquidd tanto el

capital como el interés con un pago de $100. ;Qué tasa de interés pagd?
Sol.: 10.53%.

. Calcular el interés que gana una inversion de $8888 a una tasa anual de 54%

durante 23 dias.
Sol.: $306.64.

5. ¢A qué tasa cuatrimestral equivale unatasa semestral de 23%7?

Sol.: 15.33%.

6. Verifique que en e gercicio anterior ambas tasas son equivalentes a suponer que

10.

invierte $50000 a un plazo de cinco meses. Encuentre los rendimientos ganados
a aplicar cada unade las tasas.
Sol.: $9583.3 en cada caso.

. Si latasatrimestral es de 55%, ¢en cuantas quincenas se duplica el

capital? Ayuda: Suponga un capital cualquiera; puede ser de $1.
Sol.: 10.91 quincenas.

. ¢En cuéntos dias se cuadruplicaun capital s latasadeinterés anua esde

227%? Sol.: 475.77 dias.

. (En cuanto tiempo un capital de $50000 produce interés de $2000, si se paga

unatasa de interés de 15% anua ?

Sol.: 96 dias.

Si un capital de $5000 se invierte durante tres meses, (qué importe tendran los
intereses ganados por €l capital s se paga a unatasa efectiva de: a) 12% trimestral;
b) 12% anual; c) 12% semestral?

Sol.: a) $600, b) $150, c) $300.
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Conceptosbéasicos

Convienerecordar

1. e capital se expresa en términos
monetarios.

2. El capital aumenta de valor (sin
considerar la inflacion) en el tiempo:
se debe preferir la cantidad de dinero
del dia de hoy ala cantidad de dinero
del dia de ayer sin importar cua sea
esa cantidad.

3. Para efectos tedricos, e capital
crece continuamente; sin embargo, en
la practica crece escal onadamente.

4. Unatasa de interés s expresa en
porcentgje y se emplea para calculos
aritméticos en decimales.

5. El interés es una cantidad de

di nero; no confundir la tasa de interés
con € interés.

6. Launidad de ti empo corresponde

al periodo en e cual se pagalatasade
interés.
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Formulas financieras

Valor futuro (valor acumulado)
0 monto

Férmula béasica
S=C+|

Valor futuro cuando se involucran
el tiempo y latasa de interés

S=C+Cit

Foérmula basica
S=C (1 +it)

de donde setiene:

Capital
I

it

Tasade interés
I

l=a

Plazo
I

t=——
C-i

Nota: sesugiere recordar solo las
expresiones de |los recuadros blancos; son
basi cas porque las variables se obtienen
mediante sencillos pasos agebraicos.






Capitulo 2

Interés y descuento simple

Introduccién

Los PROBLEMAS DE LA TEOR{A DEL INTERES son relativamente elementales, cada pro-
blema se restringe a calcular las siguientes variables:

a) El capital invertido originalmente (C).

b) La tasa de interés (7).

¢) La cantidad de dinero a recibir después de cierto tiempo (§).
d) La longitud del periodo de inversién (z).

Para calcular cualquiera de ellas, deben conocerse las tres variables restantes.

Los problemas mds elementales se refieren a una cantidad de dinero que acumula
una inversién o bien que cancela una deuda: en el primer caso se trata de un capital
inicial y este capital mds sus intereses en una fecha futura; en el segundo, una canti-
dad futura que se pagard a cambio de recibir en el momento actual una cantidad infe-
rior, el capital. Estos son los tipos de aplicacién con los que se explica la teorfa del in-
terés para después extenderlos a operaciones con més de dos flujos de efectivo.

La teorfa del interés estudia sélo dos modelos de acumulacién (o bien de descuen-
to) del capital, el modelo simple y el modelo compuesto.

La funcién lineal del capital supone que los intereses generados con la tasa de inte-
rés 7 se obtienen solamente con el capital inicial C, es decir, los intereses no se reincor-
poran al capital que los gener6 ni producen nuevos intereses; a esta funcién se le co-
noce como interés simple y generalmente se emplea en operaciones con plazos
inferiores al afio.

El objetivo de este capitulo es conocer el proceso de acumulacién del capital en el
interés simple y el proceso de descuento simple para aplicarlos en operaciones de prés-
tamo o inversién con dos flujos de efectivo.
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MATEMATICAS FINANCIERAS

2.1 Interés simple

Si se invierte un capital C durante # periodos a la tasa de interés efectiva 7 por periodo,
produce intereses pagaderos sélo al final de cada periodo:

Momento en que se paga
la tasa de interés

C C-i-1 C-i-1 C-i-1 C-i-1l
0 1 2 3 .. t
periodos

Los intereses son C'7 1 debido a que la tasa es efectiva por periodo y en cada caso es
un periodo unitario de tiempo; la tasa de interés actda siempre sobre el capital origi-
nal y los intereses s6lo se reincorporardn al capital al final del plazo de # periodos.

El valor futuro del capital, sin considerar si se acumulé bajo el modelo de interés
simple o compuesto, es el siguiente:

S=C+1 [2.1]

Donde / representa los intereses ganados por el capital durante el plazo de la operacién.
Los intereses / se obtienen de la accién que ejerce la tasa de interés i efectiva por
periodo y el tiempo durante el cual se invirtié el capital.

I=Cil

Por lo tanto, en el modelo simple se suman los intereses generados al final de cada
periodo durante el plazo de la operacién:

§5=C+Cil+Cil+..+Cil

t veces

Al sustituir esta expresion en la ecuacién [2.1]:

S=C+(Cit)

El valor acumulado S del capital C, invertido durante # periodos a la tasa de in-
terés i efectiva por periodo, es el siguiente:

S=C(1 +it) [2.2]
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INTERESYDESCUENTO SIMPLE

Para obtener cada una de las variables involucradas en ella, basta realizar el despeje
respectivo, por ejemplo:

El valor actual C de una cantidad futura S descontada durante # periodos a una
tasa de interés 7 efectiva por periodo es el siguiente:

o C=8(1+ir)! [2.3]

:((1fz‘t)

Se puede interpretar como la cantidad C que se deposité hace # periodos para gene-
rar un monto S a la tasa de interés 7 efectiva por periodo.

El proceso de acumulacién del capital bajo el modelo de interés simple se puede
ilustrar gréficamente de la siguiente forma:

Sea I, los intereses ganados en el j-ésimo periodo.

El valor acumulado del capital al final del primer periodo es:

C C+1
A
0 1 2 3 t

C+=C+Cil=C1+1i)

—_—

Interés actual

El valor acumulado del capital al final del segundo periodo es:

C+ L +1,
C
AN/
0 1 2 3 t

C+L+L=C+i) + (Cil)=C(1+i+(G1)=C1 +2i)

Capital acumulado  Interés actual
del periodo anterior
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El valor acumulado del capital al final del tercer periodo:

C+L+L+ 1L

C
A /TA /A
0 1 2 3 t

C+Li+L+L=C(1+2i) + (Cil)=CQA+2i+i)=C(+3i)

Capital acumulado  Interés actual
del periodo anterior

Por lo tanto, el valor acumulado del capital al final de #ésimo periodo es:

C C+hi+L+L+..+1
A /TATA A
0 1 2 3 t—1 ¢

C+Lh+L+L+..+L=C+(#=-1)i) + (Cil) = C(1+i)

Capital acumulado Interés actual
del penltimo periodo

Obsérvese que el interés en cada periodo se calcula inicamente sobre el capital C
inicial.
Si se ubica el valor acumulado del capital al final de cada periodo en un diagrama

de tiempo se ve como sigue:

C C+i C+2i C+3i C+it

La gréfica del valor acumulado del capital al final de cada periodo de tiempo se
muestra en la gréfica 2.1; la suposicién fundamental es que el crecimiento del capital
es continuo en el tiempo:
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INTERESYDESCUENTO SIMPLE

Grifica 2.1
Valor acumulado del capital
en el modelo de interés simple

S A

S=C(1 +1iz)

\/

El factor de acumulacién (1 + i) corresponde a una funcién lineal (o funcién de
acumulacién de interés simple) donde la ordenada (C) es precisamente el valor del ca-
pital al inicio de la operacidn; la tasa de interés 7 es la pendiente de la recta definida
por la ecuacién lineal, es decir, es la tasa de cambio del capital con respecto al tiempo:
por cada unidad de tiempo que transcurra, el capital aumenta i unidades monetarias.
En el diagrama 2.2 se identifica a la tasa de interés i como una medida de cambio del
capital con respecto al tiempo, donde § () es una funcién de acumulacién del capital
que representa el valor acumulado de éste al final del #ésimo periodo.

Grifica 2.2
Valor acumulado del capital bajo el efecto
de una tasa de interés efectiva en el modelo simple

) S(6)=C(1+if)

0 t t+1

i= AS() _SE+1) =50 razén a la que crece el capital bajo el esquema simple

At t+1) -0

i = tasa de cambio del capital con respecto al tiempo
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MATEMATICAS FINANCIERAS

Vista asi, la tasa de interés se interpreta como una medida de elasticidad, es decir,
de la fuerza a la que aumenta el capital por unidad de aumento en el tiempo. Obsér-
vese que en términos matemdticos, 7 representa la pendiente de la recta del valor acu-
mulado del capital.

En sentido estricto, la funcién de acumulacién para el esquema de interés simple se
define para valores enteros de 7 (gréfica 1.1, capitulo 1), sin embargo, se puede exten-
der la definicién para valores no enteros de #, lo anterior significa que los intereses se
pagan proporcionalmente sobre cualquier fraccién de periodo.

La funcién de acumulacién del capital, S(#), cumple con los requisitos para cual-
quier funcién matemdtica de acumulacién:

i) El valor acumulado del capital en el momento cero o presente es el capital mismo.
ii) Es una funcion creciente.
iii) Es una funcion continua del tiempo.

En la préctica los intereses no se pagan de forma continua (véase gréfica 1.1, capi-
tulo 1); existen discontinuidades entre las fechas de pago de intereses; sin embargo,
para efectos tedricos se supondrd continuidad en el pago de intereses y por ende en la
funcién de acumulacién del capital (véase grafica 1.2, capitulo 1).

Ejemplos resueltos de la Seccion 2.1

En los siguientes ejemplos se empleard el tipo de interés simple ordinario a menos que se
especifique lo contrario. Es decir, se considerard el ano de 360 dias y el mes de 30 dias.

Por un préstamo de $3000 se cobra un interés de 10% pagadero cada tres meses en
forma simple si se liquida en 60 dias, ;cudl es el valor al vencimiento y cudl es el im-
porte de los intereses?'

Se considera el trimestre como unidad de tiempo, el plazo representa entonces 60/90
unidades de tiempo; es decir, el plazo se debe expresar en la misma unidad de tiempo.
Conviene representar ambas obligaciones por medio de un diagrama de tiempo.

$3000

0 30 60 dfas Valor al vencimiento
$3000 + / o valor acumulado

! El valor al vencimiento de un préstamo es la suma del capital prestado y sus respectivos intereses.
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INTERES Y DESCUENTO SIMPLE

Si se emplea la expresion [2.2]

S
S

C1+i)
3000(1 +(0.10) (g—g))

2. §=$3200 es el valor al vencimiento. El importe de los intereses es el siguiente:

S-C
= 200

1
!

También se pueden calcular los intereses a partir de la definicién de la tasa efectiva
en la ecuacién [1.2] del capitulo 1.

Se solicita un préstamo de $530 por el cual se cobra un interés de $26. Si la tasa de
interés es de 9%, ;cudl fue la duracién del préstamo?

Como no se indica la frecuencia del pago de la tasa de interés, se la considera anual.
Se tomard como unidad de tiempo el ano. El diagrama de tiempo es el siguiente:

$530
0 1 2 3 4 .. $530 + $26
¢ dfas
Como:
S =Cit
t
556 = 530 (1 +o.o9(%))

si se despeja a la variable 7 se conoce que la duracién del préstamo fue de 196.22 dias.

Si se invierten $80000 en un banco durante un afo y nueve meses para triplicar su
valor, ;qué tasa de interés deberia pagar el banco?

Se tomard como unidad de tiempo el ano. El diagrama de tiempo es el siguiente:
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C=80000
A
0 1 2 3 4 - 21 meses
Como:
S =C@ +ir)

3 (80000)= 80000 (1 + iz)
.( 630
3-(1 +z(—360))
. La tasa a la que se deberfa invertir un capital de $80000 para triplicarlo al final
de 21 meses es de 114.29% anual.

Debe observarse que la tasa encontrada es la que permite triplicar el valor de cual-
quier capital Cen el tiempo dado.

Encontrar el valor acumulado de un capital de $500000, invertido a 7 meses con una
tasa anual de 3.5% pagadera cada 7 dias.

La unidad de tiempo es el dia, el ano de 360 dias y por lo tanto los meses serdn de 30
dias. Las obligaciones de las partes se ubican en el siguiente diagrama de tiempo:

500000
/A
0 1 2 3 4 . 7 meses
$500000 + /
S =C> + i)
0.035
- 500000(1 + 3o (210))

S = $510208.33

De haberse empleado 7 dias como unidad de tiempo, se calcularia de la siguiente manera:

0.035 (210
§ = 500000 (1 + 2022 (210
’ ( ' 360( 7 ))

7
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INTERES Y DESCUENTO SIMPLE

lo cual genera el mismo resultado; en ambos casos se sigue la sugerencia de expresar al
tiempo de acuerdo con la unidad de tiempo seleccionada.

Grafique el valor acumulado de la inversién del ejemplo 4.

Se necesita calcular el valor acumulado de la inversién al final de cada mes; el procedi-
miento y cdlculo se muestra en el cuadro 2.1.

Cuadro 2.1
Calculo del valor acumulado
al final de cada mes de una inversién de $500000

durante siete meses; la tasa de interés que gana la inversién es de 3.5%

Valor acumulado

al final del
Tiempo  Capital Interés t-ésimo mes
® (C) I=Cit S=C(+ir
500000[9925(1)] 500000[1+(13§5 a)]
1 500000
- 1458 - 501458
wmmqggéaﬂ smmmﬁ+ogsuﬂ
2 500000
- 1458 502917
Smmmﬂogsaﬂ smmmb+ @]
3 500000
- 1458 - 504375
wmmﬂggéaﬂ 5mmmh+0%54ﬂ
4 500000
- 1458 - 505833
500000 [M ] |500000[1 + 0'&35 © ]
5 500000
- 1458 - 507292
500000[99§§(1)] 500000[1+ (6)]
6 500000
- 1458 - 508750
500000[91515(1)] 500000[1+ (7)]
7 500000
- 1458 - 510208
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Gréfica2.3
Valor acumulado de unainversién al final
de cadamesen € régimen deinteréssimple

A Valor Acumulado
$

510208 —
508750 —
507292 —

505833 — \

504375 — 0.035 ))

S=500000 (+ === (210
502917 — 360
501458 —

500000 —

0 1 2 3 4 5 6 7 meses

Hasta este momento no se ha especificado €l dia'y mes de la operacién; cuando se especificala
fecha, se puede emplear € tipo de interés ordinario, exacto o comercia; con cada uno de dlos €
plazo de la operacion se debe expresar en dias y se recomienda utilizar la tasa de interés diaria pues
facilitalos cllculos (véase g ercicio 4). Con €l siguiente g emplo seilustralo anterior.

De un préstamo de $500,000 otorgado el 15 de marzo de 2002 y pagadero el 20 de agosto del
mismo afio, con una tasa de 35%, calcular el interés pagado.

Solucién

$1500
|/_--‘
0 t
158 dias
15/03/02 20/08/02

Cuando se especifica la fecha en que se pacta la operacion financiera, debe especificarse € criterio
empleado para medir el tiempo. A continuacion se muestra €l interés ordinario, € interés exacto (vistos
en el capitulo 1) y €l interés bancario.
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Interésydescuentosimple
a) S seemplead tipo deinterés simple ordinario se considera el afio de 360 diasy los meses de
30 dias.

. 0.03
$=500000 (1+ 52 (155))
S =$507,534.72
| =$7,534.72

b) S se considera e interés comercia o bancario se cacula € interés segln la regla bancaria
(Ruler’ shank) o regla comercial, la cual considera el afio de 360 dias y los meses seglin el nimero
exacto de dias del mes 0 meses referidos.

S = 500000 (1 T (158))

S = $507,680.56
| =$7,680.56

¢) S seconsidera un interés exacto se considera el afio de 365 diasy los meses segiin €l nimero
exacto de dias del-mes en cuestion.

S=500000 (1+%2° (158))

S =$507,575.34
| =$7,575.34

.". a inversionistale conviene invertir bajo € tipo de interés bancario o comercial .2

(Cuadl es el valor actual de un pagaré con valor nominal de $9000 cuyo vencimiento se efectia el 15 de
diciembre con unatasa de interés de 38% y hoy es 11 dejulio?

vp
Valor actual (o presente) /—\
0 157 dias
11 dejulio 15 dediciembre

En el sistema financiero se emplea la regla bancaria (interés bancario) tanto para inversiones como para préstamos.

47



MATEMATICAS FINANCIERAS

Unidad de tiempo: dias

S = C(+i)
N S
C=S0+i o C=<(1+it)>
0.38 s
C- 9000(1+ - (157))

C = $7720.53  Esel valor actual al 11 de julio de un pagaré que vence el 15 de diciembre y

tiene un valor nominal de $9000 con una tasa de interés de 38%

;Cudl es el precio de contado de un bien que se paga dando un anticipo de 20% del
precio de contado y se firma un pagaré a 3 meses de plazo por $19125 (cantidad que
incluye intereses) a la tasa de 25% anual?

El valor actual del pagaré es su valor descontado durante 3 meses; si la unidad de tiem-

o es el mes, se tiene:
P $19125

N

0 3 meses
Precio de compra (1-0.20)

A partir de la expresion [2.2], el valor actual o capital es C= S (1 + i)™, entonces:

52 (3)

= $18000 <«——— Este valor considera que ya se le ha deducido

valor actual del pagaré = $19125 (1 +

el anticipo de 20%
.. Precio de compra (PC)
PC(1-0.20) = 18000
PC - 18000 Precio de contado del bien que se paga dando un an-
~0.80 ticipo del 20% sobre el precio y se firma un pagaré a
3 meses con un valor nominal de $19125 con una
PC =$22500 tasa de interés de 25% anual
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Hace cinco meses se prestaron $5000 a 10% anual; hace dos se prestaron $7000 a 5% anual; hace
un mes se prestaron $10500 a 8% anual. Los tres préstamos se vencen el dia de hoy. Se desea saldar
la deuda mediante un pago Unico dentro de ocho meses a una tasa de interés de 12% anual. ¢/Cud es
la cantidad que cancelara los tres préstamos? Tomese como fecha de valuacién e 13° mes.

Las tres deudas han vencido en el momento presente (el quinto mes); se encontrara el valor a

vencimiento de las tres deudas y éste se acumulara, con sus respectivos intereses, a 12% durante
ocho meses; esta Ultima cantidad “ X" seréa un pago Unico que cancelaralas tres deudas.

$5068/""”f————___h_—‘ﬁﬁﬁ‘H\\ﬁti //””—d___-—5‘~‘\‘k

$7000  $10500

0 3 4 5 13 meses

valoral vencimiento fechade
delastres deudas valuacion

x= ($5000 (1 + % (5)) +$7000 (1 + % (2)) +$10500 (1 + % (1)) ) (1 + % (8))

( J
!

Vaor a vencimiento en d quinto mes delas tres deudas

Pago Unico a efectuarse en & mes nimero 13, con €
X=(85,208.33 + que se cancelan |as obligaciones $7058.33 +$10570) (1.08)

X = $24,663.59

2.2 Descuento simple

Los problemas en los cuales se aplica un descuento son aquellos en que una persona fisica o0 moral
tiene derecho a disponer de una cantidad de dinero en € futuro al final de un intervalo de tiempo,
pero desea disponer de él de manera inmediata, es decir, en e momento presente; por € hecho de
adelantar la fecha en que puede disponer del dinero, la persona recibe un castigo (que es una
cantidad de dinero) que paga también de manerainmediata. El castigo es un descuento que se paga
en el momento presente, pero se calcula sobre una cantidad futura.
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Sea:

S: La cantidad de dinero de la que puede disponerse después de un cierto tiempo o
fecha de vencimiento. Se le llama también valor al vencimiento.

C: La cantidad que se recibe de inmediato al adelantar la fecha de vencimiento® o
valor presente.

D: La cantidad en dinero que se deduce del valor al vencimiento.

d: La tasa efectiva de descuento o fuerza con la que disminuye el dinero.

t. El plazo expresado en periodos unitarios de tiempo.

C o Valor presente

0 %—_______—"1 = Periodo unitario de tiempo
En este momento se obtiene una Fecha de vencimiento
cantidad C descontada a partir de S S valor al vencimiento del capital

Asi, C es una cantidad menor a la que se recibiria de esperarse a que transcurriera
la fecha de vencimiento; también se le llama valor presente de S o valor al vencimiento de
C. La cantidad de dinero que se paga por adelantar la fecha de vencimiento es (§ — C)
y representa un castigo porque se descuenta en el momento presente; representa en si
misma el descuento D. La “fuerza” con la que se le ha calculado en ese periodo unita-

rio de tiempo es la siguiente: S;TC

La tasa efectiva de descuento 4 es el cociente del interés ganado durante el pe-
riodo, por el monto o valor futuro del capital en un periodo unitario de tiem-
po. Una definicién més precisa de tasa efectiva de descuento es la siguiente:

S-C S-C

d= - 2T x 2.4
S1 S [2.4]
D D

d= 2 = Z 2.
91 S (2.5]

Proceso de descuento simple
El descuento simple se calcula a partir de la misma cantidad futura S, es decir, el des-
cuento D es constante durante el periodo de la operacién.

3 A partir de esta seccién se identificard al capital C como valor presente o valor descontado.
p P

50



INTERESYDESCUENTO SIMPLE

En el siguiente diagrama de tiempo se ejemplifica el monto e importe de los des-
cuentos a los que estd sujeto S durante # periodos bajo la accién de una tasa de des-

cuento 4:
Sd1 Sd1 S§d1 Sd1 Descuento
0 1 2 3 4 o t—1 r periodo

S Valor futuro o valor al
vencimiento de C

Asi el valor descontado C (o valor presente) de una cantidad futura S, bajo la ac-
cién de una tasa de descuento durante # periodos es la siguiente:

C=8-(8d+S5d+..+5d)

-
t descuentos

C=8-8d-r

El valor descontado C de un monto S durante # periodos a la tasa de descuento
d efectiva por periodo  es el siguiente:

C=S01-dr) 2.6]

La dltima expresién no sélo permite calcular al valor presente sino también al valor
de una cantidad futura S, es decir, se considera un proceso de acumulacién con tasa
de descuento:

S=C(1-dp?! (2.7]

Una misma operacién bajo dos enfoques: de acumulacién y de descuento

Como el descuento es un proceso inverso al de acumulacidn, se puede analizar esta
operacién de descuento desde el punto de vista de la teoria del interés. Asi resulta que
se dispone de una cantidad C ahora y se pagard una suma S al final de un intervalo de
tiempo. Esta cantidad S se originé por la accién de la tasa de interés 7 que actué sobre

el capital C:

c— s
0 1 = Periodo unitario de tiempo
S=C(1+i)

51



matematicasfinancieras

LadiferenciaS— C es el interés | ganado durante el periodo, pero se paga al final
del mismo; la tasa efectiva de interés, i, es € cociente que resulta de dividir €
interés ganado por el capital quelo generd:

s-c

c1
i =
Cc

La tasa de descuento en realidad es una tasa de interés pagada por adelantado, por lo
tanto ambos métodos son dos maneras diferentes de la misma transaccién financiera.
Lateoria del interés es la misma que la teoria del descuento. Esto significa que a
cada tasa de interés le corresponde una tasa de descuento y a cada tasa de
descuento |e corresponde una tasa de interés.

2.2.1 Comparacion entre los procesos de acumulacion y de descuento

Con €l objeto de sefiaar la diferencia entre ambos procesos, obtengamos el valor
acumulado (o valor futuro) de $10000 invertidos a la tasa de interés de 8% anual
y el valor descontado de $10000 (valor presente) a una tasa de descuento de 8%
anual. El plazo- de la operacidn en ambos casos es de 6 meses.

Cuadro 2.2
Comportamiento del interésy € descuento smple

Interéssimple Descuento simple
s=c(1+22) S=C(1—%(t))
t valor acumulado al valor descontado al
dias final del periodo principio del periodo
0 10000 10000
30 10067 9933
60 10133 9867
90 10200 9800
120 10267 9733
150 10333 9667
180 10400 9600

Los conceptos de acumulacion y descuento se entenderan mejor al ubicar los valores
acumulados y descontados, respectivamente, en un diagramade tiempo; véase la
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figura 2.1. El principio del periodo para el descuento se refiere al final del primer perio-
do contado a partir de la fecha de vencimiento (180 dias).

Figura 2.1
$10000 10067 10133 10200 10267 10300 10400 <«— Valor acumulado
0 30 60 90 120 150 180 dias
VP
$9600 9667 9733 9800 9867 9933 10000 <«— Valor descontado

Al graficar los valores en el plano cartesiano, se aprecia el comportamiento inverso del
proceso de descuento con respecto al de acumulacién.

Grifica 2.4
Valor acumulado del capital con tasa de interés
y valor descontado (de un valor futuro) con tasa de descuento

+

$10000

$10000

0 30 60

Diferencias entre ambos procesos:

Interés simple

El interés se calcula sobre el valor presente (o
capital).

El valor presente se encuentra en el momento
en que se pacta la operacién (momento cero).

Por esperar a que transcurra la fecha de venci-
miento, se recibe un premio: la tasa de interés.

En el proceso de acumulacién los intereses se
calculan sobre el capital (o valor presente). La
tasa de interés se paga al final de cada periodo.

S=C1+i
C=85(1-1i)
| )
T | 4
90 t

Descuento simple

El descuento se calcula sobre el valor futuro S.

En el momento en que se pacta la operacién,
se promete una cantidad futura; a cambio se
entrega el valor presente si se adelanta la fecha
de vencimiento.

Por no esperar a que transcurra la fecha de
vencimiento se recibe un castigo: la tasa de
descuento.

En el proceso de descuento, el descuento se
calcula sobre el valor futuro. La tasa de des-
cuento se paga al inicio de cada periodo.
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2.2.2 Correspondencia entre tasa de interés y tasa de descuento

El descuento que se estudia en la teoria del descuento se refiere al interés que la enti-
dad financiera cobra sobre el dinero que anticipa, es decir, el interés que se cobra por
adelantado. El interés que se estudia en la teorfa del interés se refiere a la cantidad de
dinero que se recibe, adicional al capital, por colocarlo a un plazo determinado que
representa para el duefio de los recursos un tiempo de espera.

Un capital Cinvertido durante # periodos a una tasa efectiva de interés 7 por perio-
do, produce un monto S; esta operacién es equivalente a disponer, hoy, de una canti-
dad C'si se adelanta la fecha de vencimiento # periodos para disponer de un valor fu-
turo S descontado a una tasa efectiva de descuento  por periodo.

Como el descuento y el interés son dos métodos diferentes de abordar el mismo
problema, a cada tasa de descuento le corresponde una tasa de interés y a cada tasa de
interés le corresponde una de descuento. Si ambas tasas son equivalentes producen el
mismo valor futuro a partir del mismo capital y durante la misma longitud de tiem-
po. La relacién entre ambas tasas se obtiene de la siguiente manera:

Si el capital C se invierte durante # periodos a la tasa de interés simple 7 efectiva por
periodo, se acumula un valor S tal que:

Figura 2.2
C ——0 S=C(1+i

0 ¢ periodos

Si este capital C representa el valor presente de un monto S descontado a la tasa de des-
cuento simple efectiva por periodo durante la misma longitud de tiempo, tenemos que:
Figura 2.3
C S
V\/
0
C=8S1-dp

t periodos

Debido a que el capital C'y el monto § son los mismos en las operaciones de inte-
rés y de descuento, respectivamente, las cantidades (1 + iz) y (1 — dt) estdn relaciona-
das de la siguiente manera:

Figura 2.4
C S=C1 +ip
/\
0 -~ t periodos

C=8S1-dp
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Dos tasas de descuento son equivalentes s para el mismo capital
producen e mismo valor futuro durante la misma longitud de tiempo.

Si ambastasasi y d son equivalentes, se cumple que € valor futuro Sen ambos
casos debe ser igual.

Al comparar |as operaciones de interés (figura 2.2) y de descuento (figura 2.3),
ambas en € tiempo futuro, resulta que:

C(L+it)=C(1—dt)
1
(L+it) =(1—dk)

(1+it) =(1—dt)

La equivalencia entre unatasa de interés i y unatasa de descuento esta
dada por larelacion:

L+ity=(1—dt)s [2.84]

Si se comparan ambas tasas en el momento presente, € capital en ambos casos
seriael mismo:
SA+it)y*=S(1—-db)

1+ = 1 -do

Por lo tanto, puede usarse cualquiera de las dos igualdades para encontrar la
correspondencia (0 equivalencia) entre una tasa de interés y una de descuento en el
modelo simple.

Delo aqui expuesto se desprende que:

Si i y d son dos tasas equivalentes, se cumple que:

i>d

Ejemplosresueltos de la seccion 2.2
Ejemplo 10

Determinar el valor presente de un préstamo de $2,500 con vencimiento dentro de 9
meses, empleando |a tasa de descuento equivalente a un rendimiento anual de 6%.
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La unidad de tiempo es el ano.

$2500 Valor al vencimiento del préstamo

0 % anos
Fecha de
valuacién

Para encontrar la equivalencia entre la tasa de descuento y la de rendimiento se em-
pleard la expresion [2.8a].
(Q+4d) = (1=d)?!

1+ 03'7006 270)) = (1- ;%(270))1

. d=0.057416, es decir, una tasa de descuento de 5.7416% anual
corresponde a un rendimiento de 6% anual.

Ejemplo 11

Demostrar numéricamente que las dos tasas 4 e i del ejemplo 9 son equivalentes.

El valor del capital inicial, C, o valor presente del préstamo es el siguiente:
Por medio de la tasa de descuento tenemos que:

C=S(1-dt)

) _0.057416
C=2500(1- =222 (270))
C-$2392.35

Por medio de la tasa de interés correspondiente (equivalente):

S=C +it)
0.06

C=2500(1 S

(270))71
C=$2392.35
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Con lo cual queda demostrado que una tasa de descuento de 5.7416% anual es
equivalente a un rendimiento de 6% anual.

Ejemplo 12

X obtiene de Y un préstamo de $1200 a dos afos, con intereses a 6%. ;Qué cantidad
tendria que aceptar Y como liquidacién del préstamo 15 meses después de efectuado,
suponiendo que Y desea un rendimiento de 5%?

Este ejemplo muestra el descuento cuando la fecha de vencimiento se adelanta, es
decir, una operacion pactada con tasa de interés al final del plazo se liquidard antes de
su vencimiento con tasa de interés.

Empleamos directamente la tasa de rendimiento de 5%, como unidad de tiempo al
dia, y el valor al vencimiento con tasa de interés de 6%.

a) Descuento con tasa de interés

Ubicamos después las obligaciones en un diagrama de tiempo:

Cantidad con la que se liquida $1200 (1 + 0.06 (720)) =$1344
360
la deuda (C) ¢
‘/\ Valor al vencimiento
0 30 60 450 720 del préstamo
dias
Momento en que Fecha de
se pacta la operacion valuacién

El valor al vencimiento del préstamo se descuenta con la tasa de interés de 5% du-
rante los nueve meses para obtener la cantidad que Y tendria que aceptar de X por
adelantar la fecha de vencimiento nueve meses.

1
Cantidad con la que se liquida la deuda  =1200(1 + 0.06 (720))(1 + 0.05 (270))
360 360
nueve meses antes del
vencimiento
Valor al Factor de
vencimiento con descuento con
tasa de interés tasa de interés
= $1295.42
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b) Descuento con tasa de descuento

Empleamos una tasa de descuento equivalente al 5% de interés anual.
La relacién de equivalencia entre ambas tasas es [2.8a]:

(1 +it) = (1 —de)?!

Tasa de descuento equivalente
al 5% de interés anual

0.05

(1+ 0 (270)) (1_ —(270))

360
d = 4.8192%

El valor al vencimiento del préstamo se descuenta con esta tasa equivalente para
encontrar la cantidad C a liquidar cuando se adelanta la fecha de vencimiento nueve

meses:
0.06 0.048192
C=1200(1 + S0 (720)) (1- e (270))
Valor al vencimiento Factor de descuento
con tasa de descuento

C=$1295.42

". En este ejercicio se debe notar que hay un proceso de descuento con tasa
de interés y un proceso de descuento con tasa de descuento.

Ejemplo 13

Si la tasa de rendimiento anual simple que paga un banco es de 42% por un plazo de
90 dias, ;cudl es la tasa de descuento anual simple equivalente?

Se pide una tasa de descuento equivalente a la de descuento dada. Si se emplea la ex-
presion [2.8b] tenemos que:

(Q—=dt) = (1 +ir)?!

1 —% 90)) = 1+ gﬁ ©0))
d = 0.38009 o 38%

. La tasa de descuento anual de 38% es equivalente a una tasa de rendimiento anual

de 42%.
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Ejemplo 14

Supéngase en el ejemplo 12 un capital de $10000 invertido durante 90 dias, demues-
tre numéricamente la equivalencia entre la tasa de interés y de descuento.

El valor acumulado del capital con la tasa de rendimiento es la siguiente:

S=C1+i)
0.42
S =10000 (1 = (90))

C=$11050

El valor acumulado del capital con tasa de descuento es la siguiente:

S=C1—d)?
Al despejar S en la expresién [2.6]
0.38009 -1
=1 1-
= § = 10000 (1 - 252 (90)
S=$11050

.. Los intereses generados con tasa de descuento son los mismos que se generan con
tasa de interés debido a que ambas tasas son equivalentes. Asimismo, obsérvese que
pueden existir procesos de acumulacién con tasa de descuento y procesos de acumula-
cién de capital con tasa de interés.

Ejemplo 15

Un fabricante pidi6 prestado $258700 a un banco el 19 de abril. El préstamo se des-
contd a 2.16 % mensual y se tiene que liquidar el 15 de junio. ;Qué cantidad recibié
el fabricante?

Se considerard como unidad de tiempo el dia.

$258700
A/—\
0 57 dias
19 abril 15 junio
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C=S8(1-dr)

C-$258700(1 - (%%16 (57))

C=$248082.95 cantidad que recibié el fabricante

Ejemplo 16

¢Qué tasa de rendimiento obtiene una empresa de factoraje financiero que utiliza una
tasa de descuento de 31% en todas sus operaciones de descuento a 45 dias de plazo?

Se pide encontrar una tasa de rendimiento equivalente a la de descuento de 31%.
La unidad de tiempo serd el dia.
Al emplear la relacién de equivalencia entre & e 7 [2.8a] se obtiene lo siguiente:

(1-dr)" = (1 +ir)

031 o\ (i
(1- WMS)) (1 " (45))
(1.040312094 — 1) 360 _
45 -
i = 03224967

. 32.24% La tasa de rendimiento que obtiene la empresa de factoraje
financiero es de 32.24967% anual.

Ejemplo 17

:Cudl es el valor nominal de un pagaré,* si cuatro meses antes de su vencimiento se
paga por él $14280 en un banco que opera con descuentos de 48%?

En una operacién de crédito el valor nominal de un documento incluye los intereses y
el capital prestado.

4 Un pagaré es un documento que constituye una promesa de pago que suscribe el deudor a favor del
acreedor.
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Las obligaciones que se mencionan se expresan en el siguiente diagrama de tiempo:

Valor
nominal (vN)
VN
0 1 2 3 4 meses
Valor descontado
del pagaré

El modelo C= S (1 — dt) se transforma en:
C=VN({ -dt)

Si la unidad de tiempo es el dia, tenemos que:

0.48
14280..L7v[1-32i;(120ﬂ
0.48 =
VN = 142801 — 2:2° (120
[ 360 ¢ )

VN = 17000

. El valor nominal del pagaré, del cual se desconté una tasa de 48%, es de
$17000.

Ejemplo 18

Calcule en qué fecha se desconté un pagaré con valor de vencimiento por $13455 y
fecha de vencimiento 19 de noviembre, si se recibieron $13141 y la tasa de descuento
fue de 15% semestral.

La unidad de tiempo serd el dia.

$13455
/_\
0 19 de noviembre
$13141

Fecha del descuento
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C=S0-d
0.15
$13141 = $13455(1- m(z))
$13141
$13455 (1) =¢
0.15
180

t =28 Si se considera el mes de 30 dias, la fecha en que
se descuenta el pagaré es el 22 de octubre

Ejemplo 19

Usted transfirié un pagaré a un prestamista particular. El documento tiene un valor
de vencimiento por $68000 y vence dentro de 2 meses. Si el prestamista desea obte-
ner una tasa de rendimiento de 60% anual, obtenga la tasa de descuento y el valor
efectivo que usted recibe del prestamista.

Primero se encontrard la equivalencia de tasas y después se calculard el valor desconta-
do del pagaré que usted recibe al momento de venderlo al prestamista. La unidad de
tiempo es el mes.

$68000

A/_\

0 2 meses

(1—-dt) = (1 +ir)?!

(1— 1—‘2 (2)) - (1 J%(z))*l

(0.9090909091 — 1) 12
2

Jc1) - a
d = 0.545455
- d=54.54% Una tasa de descuento de 54.5455% anual es equi-

valente a una tasa de rendimiento de 60% anual (se
cumple 7 > d).
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El valor en efectivo que usted recibe en e momento del descuento es el siguiente:

C=S(1-dt)
0.545455
C=561818.18

Una compaiiia posee un pagaré por $1200 fechado el 15 de noviembre de 1981,
con vencimiento a 6 meses e interés de 8%. Si |a compariia descuenta el pagaré el
30 de enero de 1982 en un banco que aplica una tasa de descuento de 9%, ¢qué
capital ob-tendria?

Solucion

Primero se calculael valor a vencimiento del pagaré y a partir de éste se obtendra
su valor descontado.
Launidad detiempo es € dia.

/\

Valor descontado valor a vencimiento
$1,200 del pagaré del pagaré
k~—._._-/
0 76 181 dias
15/11/1981 30/01/1982 15/05/1982
i =8%
d=9%
S=C(1+it)

S=$1200 (1 +2%8 (181))
360

S=$1248.27 Valor del pagaré a vencimiento

C=S(1 )
C=$1248.27 (1 - w(105))

360
C=81215.50
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.. El capital que la compania obtendria al descontar el pagaré el 30
de enero de 1982, con una tasa de descuento de 9%, seria de $1215.50.

Ejemplo 21

El 1 de junio unos socios adquieren mercancia por valor de $3000 que si pagan al
contado les conceden un descuento de 2%. Para aprovechar esta oportunidad firman
un pagaré sin interés a 60 dias® en un banco que carga una tasa de descuento de 14%.
;Cudl debe ser el valor nominal del pagaré para obtener la cantidad exacta que necesi-
tan para pagar al contado la mercancia?

Si la unidad de tiempo es el dia

Cantidad de dinero a pagar
que no disponen los socios

$3010.24 (1 —0.02) = $2940 ‘/\S =?

0 60 dias
1 junio 31 de julio
Valor nominal de pagaré Los socios solicitan la cantidad
exacta, $2940; sin embargo,
pagardn dentro de 60 dias una
cantidad S desconocida tal que
S > $2940
C=S(1-dr)
$3000(1 —0.02)= S (1 —dt)
0.14 -1
S =$3000(1-0.02)(1 - — (60
$3000 ( )(1- 355 ©0)
0.14 -1
§ = $2940 (1~ 2= (60))
§2040 (1 - 220 (60
S =$3010.24 Valor nominal del pagaré: los socios reciben en el momento

presente $2940 y pagardn dentro de 60 dias $3010.24; el
pago de intereses adelantados es de $70.24

> Significa que los socios solicitan la cantidad exacta para pagar la mercancia en ese momento, no sig-
nifica que el préstamo es sin intereses.
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Ejemplo 22
Un pagaré a 60 dias con un interés de 9% se firmé el 19 de agosto y se descont6 a 8% e 3 de
septiembre. Su valor descontado fue de $3014.55. Determinar el valor nominal del pagaré.

Solucién

La unidad de tiempo es el dia. Se acumulara el valor descontado, $3014.55, durante 45 dias con la
tasa de descuento de 8%; una vez obtenido € valor al vencimiento del pagaré, se calculara, a partir
de este valor, € valor nominal.

— =

Valor valor a vencimiento
nominal $3014.55 S=?
-

0 15 60 dias

19/08 03/09 18/10
i=9%
d=8%

C=S@A—-dr)

$3014.55=S(1—dt)
—gf1 _ 008
_S(l 360 (45))

..5=83,045 valor al vencimiento del pagaré.
Con este valor se calculad valor nominal o valor actual del pagaré con tasa deinterés.
Como:
S=C(1+it)
$3,045=C(1+1¢)

$3,045 =C (1 0.09 60 )

C=$3,000 valor nomina del pagaré.

Otra aplicacion delatasa de descuento: compra-venta de Certificados de
la Tesoreria dela Federacion (Cetes)

Los Certificados de la Tesoreria de |a Federacion (Cetes) son los instrumentos de deuda més antiguos
emitidos por el gobierno federal. Se emitieron por primeravez en
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enero de 1978. Pertenecen a la familia de los bonos cupdén-cero, es decir, se comercia-
lizan a descuento (por debajo de su valor nominal: $10); no devengan intereses y li-
quidan su valor nominal en la fecha de vencimiento. El inversionista obtiene una ga-
nancia de capital que es la diferencia entre el precio de venta y el precio a los cuales
los adquirié. Propiamente no es un instrumento que proporcione rendimientos; sin
embargo, para fines informativos, al inversionista se le indica cudl es la tasa de rendi-
miento equivalente a la tasa de descuento de la emisién.

La alta liquidez de este instrumento del mercado de dinero significa que el posee-
dor de los titulos los puede vender antes de la fecha de vencimiento mediante un cas-
tigo que se aplica al valor nominal del titulo, $10.¢

En el momento en que el poseedor de los titulos desea adelantar la fecha de venci-
miento (desea recuperar su capital y su ganancia), la operacién se realiza con la tasa de
descuento que fija la ley de la oferta y la demanda del instrumento; ;cudl es el mo-
mento propicio para vender?, ;cudl es el momento propicio de comprar?

A continuacién se muestra el comportamiento del precio del instrumento cuando:

a) Se adquieren los titulos en la fecha de emisién.
b) Se adelanta la fecha de vencimiento.

El precio de venta se calcula suponiendo que la tasa de descuento es la misma con
la que se adquirieron y que la tasa vigente en el momento de venta varia.
Para ello se empleard la emisién de Cetes que aparece en la figura 2.5.

Ejemplo 23

Encontrar el precio de compra unitario para la emisién de Cetes a 28 dias publicado
en los diarios de circulacién nacional, el dia 14 de diciembre de 2006; el boletin con
fines informativos se muestra en la figura 2.5. Supdngase que los titulos se compran
en la fecha de emision. El valor al vencimiento o valor exigible de cada titulo en la fe-
cha de vencimiento es de $10.

® Un documento de crédito tiene dos valores: @) el valor escrito en él y que es exigible el dia de su
vencimiento (llamado también valor nominal); y 4) el valor que tiene en cualquier momento antes de su
vencimiento hecho el descuento (también llamado valor actual o valor real). El valor presente es menor
que el valor nominal; el descuento calculado sobre el valor presente se llama descuento matemadtico o ra-
cional; el descuento calculado sobre el valor nominal se llama descuento comercial, que se aplica en la
compra-venta de estos titulos (Cetes).

El valor nominal de un Cete es el valor final incluyendo intereses y por tanto corresponde al monto;
tiene un valor de $10.
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Figura 2.5

Mensaje publicado en los diarios
de circulacién nacional el 14 de diciembre de 2006. Cetes.

Este mensaje aparece con fines informativos

EL GOBIERNO FEDERAL, POR CONDUCTO DE LA SECRETARIA
DE HACIENDA Y CREDITO PUBLICO EMITE,

i BI070111 BI070315 Pl
BI070607 :—:
P W N N e &
"p. .%"’: b = -’?_i:.i'. S s Ef’
rl [ SRS n". | 2 \ g
§ RS ey §) e

CERTIFICADOS DE LA TESORERIA DE
LA FEDERACION

$ 12,000°000,000. " $14,000°000,000.

AGENTE EXCLUSIVO PARA LA COLOCACION Y REDENCION BANCO DE MEXICO
Estos litulos se pueden adquiric en Casas de Bolsa, o a través de Instituciones de Crédito

Precio de compra (pc) = ? Valor nominal (v~) = $10
-~
0 28 dfas
Fecha de emisién Fecha focal
14 de diciembre de 2006 11 de enero de 2007

67



MATEMATICAS FINANCIERAS

Valor nominal (1- 4%)
0.0699

10 (1 - e (28))

PC = $9.945633

Precio de compra

PC

El comprador deberd pagar $9.945633 por cada titulo al adquirirlos en la fecha de

emisiéon.

Para ver la relacién que existe entre el precio de compra y la tasa de descuento, se
presenta en la grifica 2.5 el precio de compra unitario al adquirir los titulos en la fe-
cha de emisidn, el 14 de diciembre de 2006, y el aumento de la tasa de descuento.”

Grifica 2.5
Relacién entre el precio de compra
de Cetes y la tasa de descuento
Precio de compra

9.96 1

9.94 1

9.92 1

9.9 1

9.88 1

9.86 -

984 T T T T T T T T T 1
0.06990 0.07990  0.08990 0.09990 0.10990 0.11990 0.12990  0.13990 0.14990 0.15990

Tasa de descuento

Debe observarse que existe una relacién inversa entre el precio de compra y la tasa
de descuento: @ mayor tasa de descuento menor es el precio de compra: si se desea invertir
en Cetes, conviene adquirirlos cuando la tasa de descuento es alta.

Ejemplo 24

De la misma emisién de Cetes del ejemplo 2.1, encontrar el precio de venta unitario
si se adelanta la fecha de vencimiento 15 dias.

7 En la préctica los precios de compra-venta de titulos se operan con ocho o seis decimales, al menos.
En la grafica se muestran s6lo dos decimales.
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Este instrumento de deuda opera con las tasas de descuento del mercado, lo que sig-
nifica que la tasa de descuento que se aplica al momento de vender los titulos puede
diferir de la tasa de descuento con la que se adquirieron.

Supéngase que en la operacién anterior de Cetes se vendieron con una tasa de des-
cuento 2.5 puntos porcentuales (pp) arriba de la tasa con la que se adquirieron, es de-
cir, 9.49%. El momento de venta se aprecia en el siguiente diagrama:

rc = $9.945633 PV vN = $10
.~
0 13 28 dias
Ntim. de dfas adelantados
PV=VN( -dt)
0.0949
PV=1011- —=(1
360 (15)

PV =$9.960458

Si la tasa de descuento en el momento de venta de los titulos fuese inferior o supe-
rior a la tasa de descuento con la que se adquirieron, el precio de venta variard signifi-
cativamente. Por ejemplo, en el cuadro 2.3 se muestran los precios de venta a diferen-
tes tasas de descuento y en la gréfica 2.6 se aprecia el comportamiento inverso del
precio y la tasa de descuento.

Cuadro 2.3
Precio de venta de Cetes 28
cuando se adelanta 15 dias
la fecha de vencimiento

Tasa de descuento Precio de venta ($)
0.0499 9.979208
0.0599 9.975042
0.0699 9.970875
0.0799 9.966708
0.1299 9.945875
0.1699 9.929208

69



MATEMATICAS FINANCIERAS

A partir del cuadro 2.3 y de su grafica, se debe concluir que en una operacién de
venta le conviene al vendedor (o tenedor de titulos) que la tasa de descuento del mer-
cado sea inferior o igual a la tasa de descuento con la que adquirié los titulos.

Grifica 2.6
Precio unitario de venta
cuando el titulo no se retiene hasta el vencimiento
y la tasa de descuento es la que fija el mercado

PV Ganancia

9.975042 o
9.9708751
9.9667084
PC=9.945633
Precio de 9.9458751
IR S
Compra | I Pérdida
: <
9.9292084 1
I
I >
0.0599 0.0699 0.0799 . . . 0.1299 . 0.1699
Tasa de
Tasa a la que se descuento 4
adquirié

Ejemplo 25

Si se dispone de $1500000 para invertir en Cetes de acuerdo con las condiciones del
boletin informativo de la figura 2.5 y el plazo elegido fuese de 28 dias, ;cudl seria la
ganancia de capital si se adquirieran en la fecha de emisién y se vendieran 15 dias an-
tes de la fecha de su vencimiento? Se supone que la tasa de descuento para la opera-
cién de venta es superior en 2.5 pp a la tasa de descuento con la que se adquieren los
titulos en la fecha de emisidn.

La ganancia de capital es el diferencial entre el precio de venta y el precio de compra
del titulo; falta calcular el precio de venta y el niimero total de titulos a adquirir con
el capital disponible. Se trabajard con precios unitarios para calcular posteriormente la
ganancia total.
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Los precios de compra-venta se ubican en el siguiente diagrama:

PC = $9.945633 PV VN = $10
0 13 28 dias
14/12/2006 27112/2006 11/1/2007
Ganancia de Cantidad que se deja de
capital ganar por adelantar la fecha

de vencimiento

La ganancia de capital (cc) es la diferencia entre el precio de venta (pv) y el precio
de compra (pc); asi la ganancia de capital unitaria es la siguiente:

GC, =PV, - PC,

Basta calcular el precio de venta unitario; éste ya se calculd en el ejercicio 23 y es
de $9.960458.

Para calcular el nimero de titulos a adquirir, se tiene:

Capital _ $1500000
Precio unitario de compra  $9.945633

= 150819.96 titulos

Por lo tanto, el ndmero de titulos a adquirir con el capital disponible de la emisién
de Cetes del 14 de diciembre de 2006 a 28 dias es de 150819 (s6lo se pueden adqui-
rir titulos completos).

Asi, la ganancia de capital total cuando se invierte $1500000 en Cetes a 28 dias
con una tasa del 6.99% vy se retienen durante 13 dias, es decir, si se adelanta 15 difas la
fecha de vencimiento, es la siguiente:

GC,,,.; = (PV,— PC,) Nim. de titulos
= ($9.960458 — $9.945622) 150819
=$2235.89

La ganancia total anterior se obtuvo bajo la suposicién de que la tasa de descuento
en la operacién de venta era superior en 2.5 pp a la tasa de descuento con la que se
adquirieron los titulos.
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Ejemplo 26

Verifique numéricamente que la tasa de descuento de la emisién de Cetes de la figura
2.5, correspondiente al plazo de 28 dias, es de 7.03%, la cual aparece en el boletin

publicado.

En la figura 2.5 se informa que la tasa de descuento a 28 dias es de 6.99%. Se emplea-
rd la igualdad [2.8a].

(1 +4) = (1 —dp)!

; 0.0699
1+ 28) = (1- 22222 28))"
(+360( )) ( 360 ))
;
(1 ‘e (28)) - 1.00546638
i = 0.070282
i=7.03%

La tasa de rendimiento de 7.03% es la que ofrece la emisién de Cetes a 28 dias del
boletin publicado; véase la figura 2.5. En otras palabras, el inversionista en Cetes ob-
tiene un rendimiento de 7.03% que equivale a una tasa de descuento de 6.99%.

Ejemplo 27

El 21 de enero se lanza una emisién de Cetes con fecha de vencimiento 18 de febrero
y una tasa de descuento de 9.12% anual. Una persona desea invertir $1000000 en
Cetes de esta emisién. Calcule:

a) El precio de un Cete (precio unitario).
b) El niimero de Cetes comprados.

¢) La ganancia total obtenida.

d) La tasa de rendimiento.

Las obligaciones en la compra-venta del instrumento aparecen en el siguiente dia-
grama:
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Precio de compra=? —
0 28 dias
21/01 18/02

i =9.12%

a) Precio de comprade un Cete:

PC = VN (1 —dt)
PC =10 (1 _0.0912 28 )
- 360 (28)

PC = $9.929067

b) NUumero de Cetes que se adquirieron:

5—;8_ ggggé; = 100714 — NUm. de Cetes comprados

¢) Ganancia de capital total:

GC = (P. Venta— P. Compra) (Num. de titulos)
GC = (10-9.929067) (100714)
GC=§7143.97

d) Latasa de rendimiento equivalente se puede calcular empleando la expresion
[2.8b]:
(A—-dt)r =@Q+it)

00912 oo\, _ (4. i
(1- e (28))- =(1+ = (29))
(1007144008 — 1) 360 _
(-1) o8 =

0.0918515
0.0918515 Tasade rendimiento equivalente
9

185%  alatasade descuento de 9.12%
anual de Cetes a 28 dias

73



matematicasfinancieras

Ejercicios propuestos

Interéssimple

1.

Encuentre el interés ordinario sobre $6000 durante 30 dias a cada una de las tasas
de interés proporcionadas. Observe cuidadosamente la relacion entre las
respuestas.
a) 5%, b) 10%, c) 15%, d) 7.5%.
Sol.: a) $25, b) $50, c) $75, d) $37.50.
Calcular el interés ordinario de una deuda de $6000 a 5% para cada uno de los
periodos proporcionados. Observe cdmo un cambio en e tiempo afecta €l
interés.
a) 120 dias, b) 240 dias, c) 480
dias. Sol.: @) $100, b) $200, c) 400.

3. Si d dinero se evalUa al 10% de interés simple, encuentre €l valor de una deuda de

$1500 que se vence en 6 meses a la tasa de interés de 12%.
a) ahora, b) dentro de 4 meses.
Sol.: a) $1514.29, b) $1563.93.

. Se desea obtener un monto de $50000 al final de 9 meses mediante 2 depositos.

El primero de inmediato por $25000 y el segundo dentro de 3 meses por un
importe desconocido; si la tasa que paga € banco es de 5% semestral, encontrar
e valor del segundo depdsito. Considere como fecha de valuacion el noveno mes.
Sol.: $22023.81.

. Si se invierte un capital de $1000000 durante 90 dias a una tasa de interés de

4.1705% anual bajo €l modelo deinterés simple, a) calcular los intereses ganados,
y b) el valor acumulado del capital.
Sol.: a) $10426.25, b) $1010426.25.

. Una deuda de $12000 se liquidara mediante tres pagos a efectuarse de la

siguiente forma: $3000 dentro de dos meses; $5000 dos meses después y un
pago adicional 3 meses mas adelante. Encuentre la cantidad del pago
adiciond s latasa de interés es del 6% anual. Use € interés ordinario. Tome
como fecha el séptimo mes de eval uacion.

Sol.: $4270.

. ¢Cud es € importe del pago mensua por la adquisicion de un auto nuevo cuyo

precio de contado es de 39900 ddlares, si se adquiere mediante un enganche de
35% del precio de contado y € plazo es de un afio? Considérese que la tasa de
interés es de 15.99% fijay lafecha de valuacion el momento presente.

Sol.: 2344.23 dls.

. (Qué capital se convertira en $3600 en 60 dias si la tasa de interés efectiva

mensual es de 11%?
Sol.: $2950.81.
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9. El 20 de agosto del 2006, Banco Premium le concede un préstamo por $10000 a la

10.

11.

12.

13.

14.

empresa Innovaciones, S. A., lacual firmaun pagaré a 15% anual con vencimiento €
15 de mayo de 2007. El dia 12 de diciembre Banco Premium vende el pagaré a la
empresalLaAntigua, S. A., cobrando unatasa de interés de 18% anual. Determinar:

a) ¢Cudl esd valor que pagalLaAntigua, S. A., @ Banco Premium?

b) ¢Cud es la cantidad que deja de ganar € banco por vender el pagaré antes
de lafecha de vencimiento?

¢) ¢Cud eslatasade rendimiento que gana € Banco Premium?

d) ¢Cuanto paga Innovaciones, S. A., en lafecha de vencimiento?

Sol.: a) $10,321.86, b) $794.79, ¢) 10.16%, d) $11,116.67.

Un pagaré con valor nominal de $7200 tiene fecha del 5 de febrero. Vence el

8 de diciembre con un interés a 10%. Después de que fue firmado e pagaré,

la tasa del mercado se increment6 un punto porcentua. ¢Cud es e valor

actual del pagaré a 3 de noviembre a la tasa de mercado? Use la regla

bancaria

Sol.: $7,729.33.

Si se invierten $7,000 a 10% efectivo trimestral, ;cuanto tiempo se necesitara

antes de que la inversion tenga un valor de $7,250?

Sol.: 32 dias aproximadamente.

El 31 de octubre de 2007 un trabajador firmé un pagaré a la empresa X por

$150,000 a 100 dias con una tasa de interés de 6%. Posteriormente, el dia 20

de diciembre del mismo afio, la compafiia X se lo ofrece d banco BCHC

quien desea ganar 8%, ¢cuanto recibe por € pagaré la empresa X? Use la

regla bancaria.

Sol.: $150,824.12.

Dd egjercicio anterior, ¢cud es la tasa de rendimiento anual que gana la

impresa X?

Sol.: 3.95% anual.

Encuentre el tiempo durante el cual se acumulan por concepto de intereses

$2500 por un capital de $100,000 a una tasa fija de 15% mensual.

Sol.: 5 dias.

Descuento simple

15.

(Cuantos dias faltan para el vencimiento de un pagaré firmado por $500,000
si se vendi6 en $485,600 a una tasa de descuento de 20% anual?
Sol.: 52 dias.

16. Usted desea invertir $1°000,000 en Cetes emitidos el 13 de mayo del 2007 a

un plazo de 336 dias; la tasa de descuento ofrecida por el gobierno federal es
de 7.50%.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

mateméticasfinancieras

a) ¢Cud esel precio de comprapor cadatitulo si lo adquiere en lafecha de emision?

b) ¢Cuantos titul os se adquieren?

¢) Si se adelantalafecha de vencimiento 175 dias, ¢cud esla ganancia de capita ?

d) ¢Cudl es e importe del descuento? Suponga que la tasa de descuento es lamisma con la que
se adquirieron.

Sol.: a) 9.30, b) 107526 titulos, c) $36,065.73, d) $39,202.47

Calcular latasa de rendimiento equivalente ala tasa de descuento de 7.50% para los Cetes del

gercicio 16.

Sol.: 8.0645%.

Se descuenta un pagaré con valor de $150,000 en 90 dias. El banco carga una tasa de descuento

simple de 15%. Determinar el capital utilizado: a) El método exacto, b) El método aproximado

u ordinario.

Sol.: a) $144,452.05, b) $144,375.00

Un cliente compra mercancia con valor de $200,000 (precio de contado). La empresa Torres, S.

A., le otorga crédito a4, 6 y 8 meses por medio de la firma de pagarés, cada uno por un mismo

importe y con unatasa de interés anual simple de 35%. Dos meses después, la empresa Torres,

S. A. decide descontar estos tres pagarés en un banco paratener efectivo inmediato. Si el banco

aplica unatasa simple anual de descuento de 45% sobre el valor de cada pagaré, ¢Cuanto dinero

recibe laempresa Torres, S. A? Considérese como fecha de valuacién e momento presente para

encontrar € importe de cada pagaré:

Sol.: $199,421.56. Importe de cada pagaré: $78,204.57

Un documento se firmo el 3 de agosto para vencerse € 15 de noviembre del mismo afio, con un valor a

vencimiento de $15,000, cobrandose una tasa de descuento anual simple de 15%, ¢cual es el valor

presente de la operacién si: @) se usa un des-cuento ordinario, b) se usa un descuento exacto, €) se usaun

descuento bancario?

Sol.: a) $14,362.50, b) $14,358.90, c) $14,350.

Se solicita un préstamo de $1,000 durante 10 meses a un banco; éste cobra una tasa de

descuento de 25% anual, ¢Cual esla cantidad que recibe €l deudor si: a) € descuento es simple,

b) el descuento es simple exacto?

Sol.: @) $791.67, b) $794.52.

Usted tiene derecho a recibir $15,000, $20,000 y $35,000 en 4, 6 y 7 meses respectivamente;

sin embargo, desea recibir en una sola exhibicién ese dinero hoy; por no esperar a la fecha del

vencimiento se le aplicara una tasa de descuento de 15%, ¢Cud es € valor presente de las tres

deudas?

Sol.: $64,687.50
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Convienerecordar

1. Lafuncién lineal del capital modela
la acumulacion de éste mediante la
reincorporacion de los intereses s se
calculan apartir del capital inicial.

2. Los intereses y latasa de interés se
pagan a final de cada periodo, es decir,
hay un tiempo de espera para su pago.

3. S no s especifica la fecha de
operacion con dia y mes a menos, se
sobre entiende que se empleara la regla
ordinaria (afio de 360 dias y meses de 30).

4. E descuento y la tasa de
descuento se pagan a inicio de cada
periodo.

5. = capital o valor presente
siempre es menor gue su valor futuro.

0. La tasa de descuento se puede

interpretar como una tasa de interés
gue se paga por adelantado.

7

{. A cada tasa de descuento le
corresponde una tasa de interés y
viceversa (para cada tasa de descuento
hay una tasa de interés equivalente y
viceversa).

8. Si dos tasas de interés | y de des-
cuento d son equivaentes, la de
interés siempre es mayor.

O. Dos tasass son equivalentes s
producen el mismo valor futuro a partir
del mismo capital durante el mismo
plazo. La equivalencia puede ser entre
dos tasas de interés, dos tasas de
descuento o entre una de interés y una de
descuento.

10. = proceso de acumulacion de

capital puede ser con tasa de interés o
con tasa de descuento.

11. = proceso de desacumulacion

(o descuento) puede ser con tasa de
interés o con tasa de descuento.
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Formulas financier as

Interés
| = Cit
|I=S-C

Bésica
Vaor futuro

(valor acumulado o monto)

S=C (1 +it)
Factor de acumulacién en el

interés simple con tasa efectiva
deinterés

C=S(@A+it)s
Factor de descuento en €

interés simple con tasa efec-
tivadeinterés

Tasa efectiva

-1 1
t

O ln

¢
o

t= S-1 1
C i
= S=C 1
C i
t=L
Ci

78

Férmulas financieras

Descuento
D =St
D=S-C

Bésica
Vaor descontado
o Valor presente
C=S—dt)
Factor de descuento en €l

descuento simple con tasa
efectiva de descuento

S=C(1—dt)a

Factor de acumulacion en
el descuento simple con
tasa efectiva de descuento

Tasa efectiva
cC 1
d= 1—S "
S-Cc 1
d= —— =
S t

D

d's

Plazo de la operacion

- (0]
@lo 10 n|o
o+ =~
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Férmulas financieras

Equivalencia entre tasas de interés
y de descuento

Si(l+i-2)'=(1-dr)
=D 1-(1 +ir)'=dt
(1 +z't)‘—l= A
1+

[1?;‘;”%]:‘1

i.:d
1+t

Si(1+4)" = (1-dt)
—> (1+it)=(1—-dt)!

. 1
lt:(l—a’t)_l
. 1-(0—-dr)
S T
,-z[i].l
(1-dt)l ¢
. d
C (1=dp)

Nota: se sugiere recordar sélo las expresiones
de los recuadros blancos; son bdsicas porque las
variables se obtienen mediante sencillos pasos al-

gebraicos.
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Capitulo 3

Interés compuesto

Introduccién

CUANDO UN BANCO O CUALQUIER OTRA INSTITUCION FINANCIERA aumentan el nime-
ro de periodos en el afio en los que pagan intereses, sel capital aumenta més rdpida-
mente mientras mds pequefios son esos periodos? Si un inversionista recibe intereses
cuatro veces al afio sobre su capital, jes mejor si los recibiera s6lo una vez al ano? Si
dos bancos ofrecieran las mismas tasas de interés pero éstas difirieran en el nimero de
periodos de pago de intereses, sestarfan ofreciendo los mismos rendimientos?

Estas son algunas preguntas cuyas respuestas dependen de la forma en que se acu-
mula el capital.

El objetivo de este capitulo es mostrar el proceso de acumulacién del capital en el
que los intereses generados se reincorporan al capital para producir nuevos intereses.
Al finalizar el capitulo, el lector serd capaz de seleccionar entre el modelo de interés
simple y el compuesto para que a partir de la tasa nominal de interés y el plazo de la
operacién obtenga los mds altos rendimientos, asi como elegir el mejor rendimiento a
partir del cdlculo de tasas de interés equivalentes.

Al proceso de acumulacién del capital que se verd en esta unidad se le conoce tam-
bién como régimen de capitalizacion.

3.1 Valor acumulado de un capital

La funcién de acumulacién del dinero en un régimen de capitalizacién supone que el
interés generado en cada periodo se reinvierte automdticamente: se anade al capital
que lo generé para producir a su vez nuevos intereses.

Se mostrard el proceso de acumulacién a partir de una tasa 7 efectiva por periodo y
con una tasa nominal 7” pagadera m veces al ano.'

! El superindice 7 no es un exponente; sirve para denotar el niimero de veces que se paga la tasa 7 al
afo.
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Supébngase que se invierte un capital C durante # periodos a la tasa de interés efecti-
va i por periodo; el valor acumulado S(¢) del capital C al final del periodo # se mues-
tra a continuacion:

Valor acumulado del capital al final del primer periodo, S(1):

SMH= C + (i =C(+14)
— ——
Valor acumulado en el Interés sobre el capital
periodo inmediato anterior: original (principal)

es el capital original

Valor acumulado del capital C al final del segundo periodo §(2):
SQ)= CA+i) + C(1+4)i =C(1+4)?

¢ A

Valor acumulado al final del Interés generado sobre el
ler. periodo (incluye interés nuevo capital

generado durante el ler.

periodo). Representa el

nuevo o capital para el 2o.

periodo

Valor acumulado del capital Cal final del tercer periodo S(3):
$G)= CA+ip+ CAri)yi - C(1+i)

* A

Valor acumulado al final del Interés generado sobre el
20. periodo (incluye interés nuevo capital

generado durante el 2o.

periodo). Representa el

nuevo capital para el 3er.

periodo

Valor acumulado del capital al final del #-ésimo periodo (el dltimo periodo) S():

St)= CA+)t + CA+i) i =C(1+i)
Valor acumulado al final del Interés generado sobre el
(£ - 1)-ésimo periodo nuevo capital

(incluye interés generado
durante el (¢ — 1)-ésimo
periodo). Representa el nuevo
capital para el #ésimo
periodo
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- la funcién de acumulacién de un capital Cinvertido a la tasa efectiva 7 por periodo
durante # periodos es:

S@)=CQ+i) para >0 [3.1]
El factor (1 + i) se llama factor de acumulacion para el régimen de capitalizacion.

Debe observarse en esta tltima expresién que en apariencia los intereses se calculan
sobre el capital original, C, lo que podria interpretarse de manera errénea como inte-
rés simple; sin embargo, los intereses se calculan sobre el nuevo capital obtenido en el
periodo inmediato anterior, como se mostré durante el proceso de acumulacién. Esta
funcién de acumulacién es creciente, continua y valuada en el momento 7 = 0 que co-
rresponde al capital C inicial. A continuacién se muestra el proceso de acumulacién
arriba mencionado; se utiliza un diagrama de tiempo que indica cémo se reincorpo-
ran los intereses al nuevo capital.

C C+Ci C+i)+C(1+4)i CA+i)?>+ C(1+i)% CA+i) '+ CQA+i)i
0 1 2 3 ¢ periodos

Si se efectuan las factorizaciones correspondientes, lo anterior se convierte en:

C C(1+14) C(1+i)? C(1+i)? C(1+i)
1 2 3 ¢ periodos

La expresién C(1 + 7)" al final del periodo # corresponde al valor acumulado buscado.

La expresién [3.1] involucra también a las cuatro variables: valor acumulado (o va-
lor futuro) del capital, S(¢); al capital, C; a la tasa de interés 7 efectiva por periodo y al
numero de periodos de la operacién (plazo), . Basta hacer el despeje algebraico res-
pectivo en la expresion [3.1] para obtener cualquiera de estas variables.

Por ejemplo: ;qué cantidad debe invertirse hoy —el momento presente— para
acumular un capital §(#) durante # periodos a la tasa de interés 7 efectiva por periodo?
Es decir, se desea conocer el valor del capital, C, el cual se obtiene al despejar C en

[3.1]:

Sk i)
C-= a1y l,)z_S(t) (1+4) (3.2]
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En adelante la expresién [3.1] simplemente se escribird:

S=C( +iy [3.3]

para denotar el valor acumulado S de un capital C invertido durante # periodos
a una tasa efectiva 7 por periodo.

Por lo tanto, la expresion [3.2] se escribira:

S

N

o C=SA+i) [3.4]

3.2 Tasas de interés y sus caracteristicas

Existen dos medidas del interés ganado por un capital durante cierto periodo de tiem-
po, t, expresadas como tasas: la tasa efectiva de interés y la tasa nominal de interés. La
primera es la que se ha trabajado a lo largo de este documento; la segunda hace su
aparicién ahora.

El proceso de acumulacién del capital bajo el efecto de una tasa efectiva de interés
se muestra graficamente a continuacion:

C———a

3 ¢ Periodo unitario de tiempo
Aqui actta la tasa Aqui se pagan los intereses
efectiva de interés S=C+1

sobre el capital Nuevo capital a reinvertirse

para el siguiente periodo
unitario a la tasa 7

Este diagrama muestra la accién de una tasa efectiva por periodo unitario de tiem-
po, la cual puede ser la misma para el siguiente periodo unitario, o cambiar, como
suele ocurrir en la préctica.

Ejemplos que muestran cémo se acumula el capital bajo el efecto
de una tasa efectiva de interés

Un capital de $1000 se invierte durante seis meses. Encontrar el importe de los inte-
reses ganados por el capital si se paga:
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a) Una tasa efectiva de 8% trimestral.
b) Una tasa efectiva de 8% anual.
¢) Una tasa efectiva de 8% semestral.

a) La unidad o periodo unitario de tiempo es de tres meses; al final de cada periodo
de tres meses se pagardn intereses para su reincorporacion al capital que los ge-
nerd; como el plazo es de seis meses, se pagardn intereses durante dos periodos
unitarios de tiempo.

Incorporacién del interés Incorporacién del interés
al capital original al nuevo capital
$1000 _——u | —
0 - 3 - G meses
Periodo unitario l Periodo unitario l
Aqui se paga Aqui se paga

el 8% el 8%
N— —

———

Plazo de la inversién

El valor acumulado de la inversién serd bajo estas condiciones:

S=1000 (1 + 0.08)> ———> Plazo expresado en periodos unitarios de tiempo

S=$1166.40

b) La unidad o periodo unitario de tiempo es el afio al final del cual habrd capitali-
zacién de intereses; como el plazo es de seis meses, s6lo se pagardn intereses du-
rante medio periodo unitario de tiempo:

Incorporacién de
intereses al capital

slo00 — ™ l

0 - 6 12 meses
Medio periodo unitario Aqui se paga
6 el 8%
12
N 7

—~—
Plazo de la inversién
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El valor acumulado de la inversién bajo estas condiciones:

s
S = 1000 (1 + 0.08)'>” ———> Plazo expresado en periodos unitarios de tiempo

S=$1039.23

¢) La unidad o periodo unitario de tiempo es el semestre; al final de seis meses ha-
brd reincorporacién de intereses al capital, periodo que coincide con el plazo de
la operacién, por lo que se pagardn intereses en una ocasion.

Incorporacién de

$1000 — intereses al capital

0 6 meses

N 7
—~—

Periodo unitario de tiempo

———
Plazo de la operacién

En el cuadro 3.1 se resumen los intereses ganados por la inversién por cada tasa
efectiva.

§=1000 (1 +0.08)) ———> Plazo expresado en periodos unitarios de tiempo

S=$1080

Cuadro 3.1
Valor acumulado de un capital con diferentes tasas
efectivas obtenidas a partir de una misma tasa nominal

Valor acumulado al final Intereses ganados al final

de seis meses de seis meses
Tasa Tasa efectiva §=1000(1 +4)¢ I=5S-C
8% Trimestral $1166.40 $166.40
8% Semestral $1080.00 $80.00
8% Anual $1039.23 $39.23

Los resultados anteriores, todos diferentes, provienen de una tasa de 8%, pero el
tiempo en que se capitalizan los intereses es diferente; el periodo de capitalizacién al
que hace referencia la tasa efectiva (trimestre, semestre y afio en el ejemplo) determina
la acumulacién del capital durante el plazo de la inversién, aunque éste sea el mismo
en cada caso. Por lo tanto, es conveniente identificarlo en los cdlculos como unidad
de tiempo (o periodo unitario de tiempo).
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3.2.1 Tasa nominal de interés

Una tasa nominal de interés es una tasa periddica expresada en forma anual.
Por ello también se le llama simplemente zasa anual.

Es una tasa anual de interés que expresa el interés total pagado en un ano
sobre una unidad de capital invertida al principio del afio, considerando que

el interés pagado no se reinvierte.

Una tasa nominal s6lo sirve de referencia o comparacion, en términos anuales, para
la tasa efectiva por periodo de conversién (capitalizacion) de intereses.

Por ejemplo, una tasa de 12% nominal capitalizable cada trimestre se refiere a la
tasa efectiva que se paga cada trimestre (0.12/4 = 0.03); el periodo de capitalizacién es
el trimestre, de alli que haya cuatro ocasiones (porque hay cuatro trimestres en el afno)
para la reincorporacién de intereses al capital para generar, a su vez, mds intereses.

El 12% nominal capitalizable trimestralmente no significa que la tasa sea de 12%
por trimestre, ni que sea 12% al ano. La tasa nominal propiamente no es una tasa
(porque no actiia como tal), sino una referencia anual para la tasa efectiva.

3.2.2 Relacion de equivalencia entre una tasa nominal y una tasa efectiva

Cuando se habla de tasas nominales, se habla de situaciones en las que el interés se
paga con una frecuencia mayor que una vez al ano; es decir, una tasa nominal hace re-
ferencia al niimero de veces que el interés ganado en cada periodo se reinvierte para
ganar intereses adicionales. Los términos capitalizable, pagadero y convertible que
acompafian siempre a una tasa de interés nominal deben entenderse en este sentido.
(Véanse los ejemplos del cuadro 3.2.)
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Cuadro 3.2
Frecuencias de capitalizacién y periodos unitarios de pago
Tasas efectivas por periodo unitario

Frecuencia de

capitalizacién de los Periodo de pago (de convertibilidad Tasa

Tasa nominal intereses en un afo o de capitalizacién) de los intereses efectiva®

7% pagadero 360 0.07
(capitalizable) 58 - 12.857 veces 28 dias 360

cada 28 dias 28

9% pagadero

(capitalizable) 33% = 12 veces Mes (30 dias) 01—(;9
mensualmente

12% pagadero

(capitalizable) 39% = 4 veces Trimestre (90 dias) Ole
trimestralmente

24% pagadero

(capitalizable) % = 2 veces Semestre (180 dias) 0724
semestralmente

16% pagadero 360 0.16
(capitalizable) 182 - 1.978022 veces 182 dias 360
cada 182 dias 182
15% pagadero

(capitalizable) % =1vez Afo (360 dias) OTIS

anualmente

La frecuencia de capitalizaciéon de los intereses en el afio® es importante porque
junto con la tasa de interés se determina la magnitud del valor acumulado del capital;
tomando dos ejemplos del cuadro 3.2, se ilustrard cémo se subdivide el afio para la
capitalizacién de los intereses.

Una tasa de 7% capitalizable cada 28 dias significa que el afio de 360 dias se subdi-
vide en periodos unitarios de 28 dias y al final de cada periodo hay reincorporacién
de interés al capital para producir nuevos intereses. En los siguientes dos diagramas se
observan dos tipos de subdivisién del afio y cada flecha significa que al final de cada
periodo hay capitalizacion de intereses.

Se pueden expresar los periodos unitarios en dias de tal manera que cada uno tenga
una longitud de 28 dias.

* Para no perder decimales se acostumbra emplear como denominador 360/28 y 360/182 en lugar de
12.857141 y 1.978022, respectivamente.
% Se considerard siempre el afio de 360 dias a menos que se indique otra duracién.
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0 28 56 84 ... 336 360 dias
f f f ' :
Capitalizacién 24 dias

Se puede subdividir el afio en ndmero de periodos unitarios de 28 dias comprendi-
dos en un ano de 360 dias.

0 1 2 3 o 12 360  Periodos
28 = de 28 dias
: : : f f
Capitalizacién 0.857143
periodos

Se debe observar que en un ano de 360 dl'as, la tasa de interés que efectivamente se
pagard en cada periodo de 28 dias serd de %60 = 0.005444 durante 12 periodos de 28
dias mds una fraccién de periodo de 24 dias (o bien 0.857143 periodos de 28 dias).

Finalmente, una tasa de 24% anual capitalizable semestralmente significa que en
un ano de 360 dias se capitalizardn los intereses dos veces.

Graficamente puede dividirse el ano en periodos de 180 dias

0 180 360 dias
Capitalizacién Capitalizacién

O bien, puede dividirse el afio en dos periodos de 180 dias

0 1 2 semestres
Capitalizacién Capitalizacién

La tasa de interés que efectivamente se paga en cada periodo (semestre) de capitali-
zacién es de % = 0.12 y se pagard durante dos periodos de 180 dias exactamente.

Con estas precisiones debe notarse que la unidad de tiempo es el periodo de capi-
talizacién de intereses; no se habla del plazo de la operacién porque éste puede ser di-
ferente —como lo es en la prictica— al periodo de capitalizacién.

Se acostumbra usar cualquiera de los siguientes simbolos para denotar a la tasa no-
minal pagadera (convertible o capitalizable) 7 veces al afio:

i Z'("’), j(m)) ]m
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donde  es la frecuencia de capitalizacién (o de convertibilidad) en el ano. Obsérvese
que 72 no es un exponente, es simplemente un superindice o, en su caso, un subindice.
A partir de la tasa nominal i” que se capitaliza por periodo (o que se capitaliza m

~ . . . . . . .7 m
veces al afio) se obtiene la tasa efectiva 7 por periodo de capitalizacién, .
Con esta notacién los encabezados de las columnas del cuadro 3.1 se expresan de
la siguiente manera:

T inal Frecuencia de capitalizacién | Periodo de pago (de convertibilidad |  Tasa efectiva
asa nomina . ) A .
o de los intereses en un afio o de capitalizacién) de los intereses P
z , . = =
m m-€simo m

Con base en las definiciones de ambas tasas, una tasa efectiva anual, por ejemplo,
implica que sdlo se pagan intereses una vez al ano con la fuerza 7 si hubiese un proce-
so de reinversién automadtica y la acumulacién fuese la de capitalizacidn, esos intereses
se reincorporarian al capital para generar mds intereses durante otro afio y éstos se pa-
garfan al final del afno.

En el caso de una tasa nominal, la fuerza o tasa que realmente —o efectiva-
mente— actia es 7 en cada 7-ésimo afno:

(3.5]

3

De alli que ambas tasas no sean comparables entre si; por ejemplo, una tasa efecti-
va anual de 12% no significa lo mismo que una tasa nominal de 12% capitalizable
trimestralmente: la primera se paga una vez al afio con la fuerza 0.12, mientras que la
nominal paga intereses con la fuerza 0.12/4 = 0.03 en cada trimestre.

Para compararlas debe elegirse el mismo periodo de referencia para el pago de los
intereses; generalmente ese periodo de referencia es el afio, pero puede ser cualquier
otro. Si se elige el afio como fecha de referencia, se dice que la tasa se ha anualizado.

Las tasas obtenidas se dicen equivalentes porque producen los mismos intereses ac-
tuando sobre el mismo capital durante el mismo plazo.

Ejemplo para ilustrar el proceso de equivalencia anual

Considérese que se invierte una unidad monetaria y se acumula durante el afo, a una
tasa de interés efectiva y nominal, respectivamente.
El valor acumulado de $1 invertido hoy durante un afo a una tasa efectiva anual i es:
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$1
/\

1 ano

S=1(1 + i)t

'

Aqui se pagan intereses s6lo
una vez durante el afo

.. el valor acumulado es: S = $1.00(1 + 7). [3.6]

El valor acumulado de $1 invertido hoy, durante un afio a la tasa nominal ;™ paga-
dera m veces en el ano, no se obtiene de manera inmediata como en el caso de la tasa
efectiva anual —donde se pagan intereses una vez al aho—, sino que se debe conside-
rar el pago de interés 7 veces en el afo y la reinversion de esos intereses al final de cada
m-ésimo de afo hasta completar el afio, base de la comparacién entre ambas tasas.

Este proceso se ilustrard para cada m-ésimo de afio en el diagrama de tiempo de la
figura 3.1.

Por lo anterior, el valor acumulado de un peso al final de un afio con una tasa i
nominal capitalizable 7 veces en el afo es:

"y
s-$1.00(1+7) 3.7]
m
Figura 3.1
Nuevo capital Nuevo capital Nuevo capital Nuevo capital
+ + + +
$1 C+1 Interés Interés Interés Interés
0 l 1 2 3 . m—1 7 1 afio
m m m m m
ste1( ) m=s10+5)
A+2y10+ 2y - s10+ 0y
\
in i i im
1+ m )+ 101+ m )’ (a) = $1(1 +ﬁ)3
A\

(e 210+ 2 ()= $100 40y

\

LA +2 12y ()2 $1(1 42y
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Para lograr la equivalencia entre ambas tasas 7 e i se debe cumplir que produzcan
los mismos intereses durante el mismo plazo —el afo— y acttien sobre el mismo ca-
pital, $1; asi se establece la igualdad entre ambos valores acumulados a la tasa respec-
tiva y durante el mismo plazo; es decir, la relacién de equivalencia entre una tasa efecti-
va anual 7 y una tasa nominal 7 capitalizable 7 veces al afio es:

$1.00(1 + /)" = $1.00(1 + L) 3.8]
m

Obsérvese que para cualquier capital C se cumple la anterior igualdad; por lo tan-
to, la relacién de equivalencia entre una tasa efectiva 7 anual y una tasa nominal 7" ca-
pitalizable 7 veces en un ano es:

(si)=(+lym 3.9]
m

Con la expresién obtenida se anualizan las tasas nominales: al reexpresarlas como
tasas efectivas anuales se pueden efectuar las comparaciones.

El efecto que producen ambas tasas por separado es el mismo valor acumulado del
capital al final de un ano.

La accién de la tasa i es en cada m-ésimo de aho, hasta acumular
§=(1+2)" al final del afio con la intensidad Z.

La accidn de la tasa 7 es una vez al ano, pero también logra acumular la mis-
ma cantidad, expresada como S = (1 + 7).

.. Si una tasa efectiva 7 anual es equivalente a una tasa ;” nominal pagadera
(capitalizable o convertible) 72 veces en el afio, se cumple que el valor acumu-
lado del capital es el mismo al final del mismo plazo cuando actia cada una de
estas tasas de interés.

Ejemplo para comparar rendimientos proporcionados por dos tasas nominales
con diferentes periodos de capitalizacién

Cudl tasa proporciona los mejores rendimientos, la de 7.02% anual capitalizable cada
28 dias o la de 8.49% capitalizable cada 91 dias?

Para comparar, se puede elegir cualquier periodo de referencia, en este caso se sugieren
los plazos de 28 dias, 91 dias o el afo de 360 dias.
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Para ejemplificar la relacién de equivalencia [3.9] se emplea el plazo anual, es decir,
se anualizardn las tasas nominales capitalizables 7 veces al afo.

El nimero de veces que se capltahzan los intereses en cada caso es m - % ym 39%0;
en términos de la notacién sugerida: i* =7.02%, i = 8.49%.

La anualizacién de cada tasa significa que se encontrard una tasa efectiva 7 anual.

0.0702 3
360
28

T+)=(1+ )28 ; £=0.072518

0.0849 %
360
91

T+)'=(1+ ) i=0.087631

La tasa efectiva anual 7 equivalente al 7.02% nominal capitalizable cada 28 dias es
de 7.2518%; la tasa efectiva anual 7 equivalente al 8.49% nominal capitalizable cada
91 dias es de 8.7631%.

Como ambas tasas estdn referidas al mismo periodo, el afio, basta elegir la mayor:
ésta es la que proporciona los mayores rendimientos. La tasa que otorga mejores ren-
dimientos es la nominal capitalizable cada 91 dias.

Con este ejemplo también se observa que no siempre son mejores las tasas de inte-
rés que se capitalizan con mayor frecuencia en el afio; esta conclusidn sélo es cierta
cuando se habla de la misma magnitud de la tasa.

Esta informacién sobre tasas equivalentes a menudo se arregla en un cuadro para
su presentacion. (Véase cuadro 3.3.)

Cuadro 3.3
Equivalencia entre tasas
efectivas anuales y tasas nominales

Tasas anuales equivalentes

Plazo 28 dias 91 dias 360 dias
28 dias 7.02 7.25
91 dias 8.49 8.76

Dado que ambas tasas 7 e 7 son equivalentes, producirdn los mismos intereses du-
rante el mismo plazo y capital; supéngase que $10000 se invierten durante un afno a
las tasas nominales proporcionadas. A continuacién se comprueba que la tasa efectiva
anual encontrada es equivalente a la nominal proporcionada.
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Valor acumulado del capital Valor acumulado del capital
al final de un afo con tasa  al final de un afio con tasa

nominal efectiva anual
§=10000 (1 + 22792y §_10000 (1 + 0.0725)"
28
=10725.18 =10725.18
Intereses anuales Intereses anuales
I=$725.18 I=$725.18

Por lo tanto, la tasa efectiva anual de 7.25% es equivalente a una tasa de 7.02%
nominal capitalizable cada 28 dias, y la tasa efectiva anual de 8.75% es equivalente al
8.49% nominal capitalizable cada 91 dias.

En la figura 3.2 se muestran las tasas nominales que a diferentes rangos de capital in-
vertido ofrecen algunos bancos en México en un instrumento de renta fija llamado
Pagaré con Rendimiento Liquidable al Vencimiento (PRLv).?

Figura 3.2

4A MERCADOS El Financiero Martes 14 de febrero de 2006

MERCADO DE DINERO

Abvaro Montern

TASA DE INTERES EN PAGARES BANCARIOS para el 14 de febrero de 2006
Rango de 7 dias 8 dias N dlas Rango de 7 dian 8 dian 1 dian
invervion frsica maral fraica meral fiaica mosal nveruon ey maoral fisica moral frnica moral

BANAMEX Tasas brutas en fisicas y morales  SANTANDER SERFIN Tasas brutas en fisicas y morales
De 100 & 250 vl § e e L -] 180 220 220 D 100 & 200 il § 440 440 440 480 450 a5
De 250 2 500 ™l § (RN 1 o 206 2688 285 D 200 8 300 i § P a0 480 480 am amn
DeSOOmianimionded 181 i 2. 23 2 278 D 300 @ 500 il § am am 485 ans ars ars
Mas ce 1 =il de § 200 200 » 2 2m 28 D 500 mi & 700 mid § am g ars ars ans ans

BBVA BANCOMER Tasas brutas en fisicas y morales D 700 8 1 milin e & am am0 am 480 490 490
Do 1008 2O mis 118 e e e 1 1 (IMFEL Tasas brutas en fisicas y morales
Do 250 8 500 ma § 110 110 114 114 1% e D 108 50 md § s S08 S48 S48 e 608
Deltomias e it i e i e o Do 508 100 md § L] 520 S60 580 arn 8

1 milkn 123 120 124 1.4 140 140
Mo e b . » D 1008200 md § 525 52 ses s £15 w15
M de 200 me § ER ] 530 S| a0 8% a0
i e 500 M § e ano ars L+ ] &850 a5

3 Este instrumento responde exactamente a la teoria vista hasta aqui: los intereses se pagan al final del
periodo establecido para su pago (en este ejemplo, 7, 28 y 91 dias) y se reincorporan al capital que los
generd para producir nuevos intereses. El plazo de la operacién es arbitrario.
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Si se dispone de un capital de $600000 para invertir en este instrumento indistin-
tamente en Banamex o Santander Serfin y sélo interesa obtener el mds alto rendi-
miento, ;cudl banco y qué tasa de interés seleccionaria?

No es necesario conocer el plazo de la operacién, bastarfa con seleccionar aquella tasa
de interés que produce los mejores rendimientos, para lo cual se deben anualizar las
tasas proporcionadas porque estdn referidas a tres periodos diferentes de capitalizacion
(7,28 y 91 dias).

Debe sefalarse que las tasas publicadas son brutas, es decir, ain no se les ha des-
contado el impuesto que el inversionista paga al fisco.

Asimismo debe considerarse que se trata de tasas nominales pagaderas (o capitali-
zables) m veces en el ano; es decir, los plazos (7, 28 y 91 dias) se refieren a los periodos
de capitalizacién y no al intervalo comprendido entre el momento en que se pacta la
operacién y el momento en que el banco devuelve el capital y los intereses ganados, el
plazo propiamente dicho.

El inversionista puede seleccionar el mejor rendimiento si compara por periodos de
capitalizacién; de esta manera, Santander Serfin ofrece los mejores rendimientos para
todos los “plazos”; sin embargo no es posible comparar entre las tasas que ofrece cada
banco porque los periodos de capitalizacidon son diferentes: se debe calcular tasas con
un mismo periodo de comparacién; el elegido aqui es el ano, por ello se recurre a la
anualizacién de las tasas nominales (cuadro 3.4).

Cuadro 3.4

Anualizacién de tasa de interés para PRLV

Equivalencia entre una tasa efectiva anual y una tasa nominal

360 360 360
Banco apartirdeun i a partir de un i ** a partir de un 7'
Banamex (1, 00191\ [ g 0.0225\9 | () 0.0275\3
(1+1)—(1+ @) ( +z)—(+—3_60) ( +z)_(+—@)
7 28 91
i=0.019280 i=0.022735 i=0.027784
Santander . 0.0480\°% . 0.0475\ %% . 0.0485\ 3%
1L ) ([ LD 1 = A (e LD 1+ i)e (14 20485
. (+z)(+ @) ( +z)(+ @) (+1)(+ @)
7 28 91
i=0.049147 i=0.048554 i=0.049386
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El cuadro muestra que si se deseara invertir en PRLvV con Banamex se deberia selec-
cionar el “plazo” de 91 dias porque paga 2.78% anual, el mds alto de las tres opciones
del banco. Si se invirtiera con Santander Serfin, también deberia seleccionar la tasa de
4.94% anual para el “plazo” de 91 dias. Con estos resultados se puede ver que no ne-
cesariamente una tasa de interés es mejor si se capitaliza con mayor frecuencia en el
afio.

Ejemplo para ilustrar el proceso de acumulacién al final de un afio
a partir del nuevo capital

Encontrar el valor acumulado de $10000 invertidos durante un afo a la tasa nominal
de 7.025% pagadera (capitalizable o convertible) cada 28 dias.

Si se considera que la unidad de tiempo es de 28 dias, entonces la tasa efectiva i por
periodo de 28 dias es:

. _0.07025
360
28

Asi, se puede emplear directamente la expresién [3.3] tomando en cuenta que # re-
presenta periodos de 28 dfas.

360

0.07025\%
360
28

S=10000(1 + = $10725

En el cuadro 3.5 se ilustra el proceso de acumulacién a partir del nuevo capital que
se encuentra en el periodo inmediato anterior, de tal manera que el factor de acumu-
lacién en cada ocasidn es:

0.0702
360
28

1+
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Cuadro 3.5
Proceso de acumulacién del capital: el valor acuamulado
se obtiene a partir del valor acumulado en el periodo inmediato anterior

Valor acumulado

Final del m-ésimo Nuevo capital C s-cli, 20702 '
Ndm. de periodo al inicio 360
periodo (periodo de 28 dias) del periodo 28
1 28 10000 10055
2 56 10055 10109
3 84 10109 10165
4 112 10165 10220
5 140 10220 10276
6 168 10276 10332
7 196 10332 10389
8 224 10389 10445
9 252 10445 10502
10 280 10502 10560
11 308 10560 10617
12 336 10617 10675
12.85714 360 10675 10725*
0'0702 0.85714
* El valor acumulado al final del dltimo periodo se calcula con 10675 (1 " 7360
28

En el siguiente diagrama se ubica el capital y su valor acumulado y se representan
dos formas de dividir la recta de tiempo: con periodos unitarios de 28 dias y con pe-
riodos unitarios de un dia:

$10000 $10055 $10109 $10165 $10725
0 28 56 84 S 360 dias
0 1 2 3 ... % = periodos de 28 dias
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En el cuadro 3.6 se muestra el valor acumulado del capital del ejemplo 4; aqui la
acumulacién comprende desde el momento cero hasta el momento # no se parte del
nuevo capital como en el cuadro 3.5; el resultado es el mismo que se presenta en di-
cho cuadro.

Cuadro 3.6
Proceso de acumulacidn del capital:
el valor acumulado al final de cada periodo
se sostiene a partir de la acumulacién
del capital desde el momento inicial “0”

Valor acumulado al final
del periodo
s-clie 272)

Num. de periodo 360

28 dias 28
1 10055
2 10109
3 10165
4 10220
5 10276
6 10332
7 10389
8 10445
9 10502
10 10560
11 10617
12 10675
12.85714 10725

3.2.3 Valor acumulado de un capital al final de r aios
cuando actiia una tasa nominal capitalizable m veces al ano

La expresién [3.7] se puede generalizar para cualquier capital C'y para un plazo de ¢
afnos. El proceso de acumulacién lo puede desplegar el lector a partir del razonamien-
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to mostrado en la figura 3.1. De esta manera, el valor acumulado de un capital C al
final de # afios cuando actda una tasa nominal 7” al afio es:

l'm met

1+2 ) [3.10]

m

§=C

A partir de esta expresion se puede calcular el valor presente o actual C que acumu-
16 el monto S durante 7 anos a una tasa i” anual capitalizable 7 veces al ano:
Z‘m

C:S(1+—

m

N C kS"Wl met
(1 + L
m

Debe senalarse que [3.10] involucra el tiempo # expresado en afos o fraccién de

ano forzosamente.

Ejemplo que ilustra el uso de [3.10]

:Cudl es el valor acumulado de $10000 al final de 18 meses si se paga una tasa de in-
terés de 7.025% nominal capitalizable cada 28 dias?

Se tomard como unidad de tiempo el periodo de 28 dias; el tiempo o plazo se expresa
en anos o fraccién de afio.
Empleando la expresién [3.10]

3005

s=$10000( 1+ 207025
360
28
S=$11108

Debe senalarse que la ecuacién anterior puede expresarse también asi:

360 540

28 * 360

0.07025
360
28

S§=$10000( 1 +
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540

0.07025 | _$11108

360
28

S=$10000| 1 +

Este resultado es exactamente el mismo que se obtendria si se hubiese empleado la ex-

presién [3.3].
Ejemplos resueltos del capitulo

Los siguientes ejemplos se refieren al cdlculo del valor presente e ilustran el uso de la ex-

presién [3.4].
Ejemplo 7
Hallar el valor presente de:

a) $1500 pagaderos en 10 anos al 5% anual.

b) $2000 pagaderos en 8 Y2 afios al 5% anual convertible semestralmente.

¢) $5000 pagaderos en 6 afnos al 4.8% anual convertible trimestralmente.

d) $4000 pagaderos en 5 afios 5 meses al 6% anual convertible semestralmente.
e) $4000 pagaderos en 5 afos 4 meses al 6% anual convertible trimestralmente.

a) $1500 pagaderos en 10 anos al 5% anual.

Si la tasa es pagadera anualmente, témese como unidad de tiempo el ano.
Ambas obligaciones se sitdan en el siguiente diagrama:

VP —31500

0 1 2 . 10 anos

f

Fecha de valuacién

Se sabe que:
S=C(1+4)’

Por tanto, para encontrar el valor presente, o capital que generé el valor acumulado
de $1500, se despeja éste:
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C=S1+i)"
C=1500 (1 +0.05)"1°
C=$921

b) $2000 pagaderos en 8 Y2 afios al 5% anual convertible semestralmente.

Si la tasa es pagadera semestralmente, témese como unidad de tiempo el semestre:

vp /—\$2000
0 1 2 3 e 17 meses
T 8 V5 afos

Fecha de valuacién

C=850+i)"

C=2000 (1 + 20)7"

)

C=$1314.39

c) $5000 pagaderos en 6 afios al 4% anual convertible trimestralmente.

Si la tasa es pagadera trimestralmente, témese como unidad de tiempo el trimestre:

vp ‘/—\‘55000

0 1 2 3 ... 24 trimestres

T 6 afios

Fecha de valuacién

C=S(1+i)”0048 »
C:5000(1+'T)

C=$3755

d) $4000 pagaderos en 5 afios 5 meses al 6% anual convertible semestralmente.

Si se toma como unidad de tiempo al semestre:

w 54000
0 1 2 3 ... 10+5/6 semestres
T 5 afios 5 meses

Fecha de valuacién
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C=S1+i

C=4000 (1 +2 06) 105
C= 4000 (1 + 0. 06)—108333
C=2$2903.95

e) $4000 pagaderos en 5 afios 4 meses al 6% anual convertible trimestralmente.

Si se toma como unidad de tiempo el trimestre.

VP 4000
0 1 2 3 ... 20+4/3 trimestres
T 5 afios 4 meses
Fecha de valuacién
C=S1+i)"
C= 4000 (1 + 026 )
C=$2911
Conclusidn:

Con estos ejemplos se pretende que el lector observe que la expresién [3.1]
debe ser consistente en lo que se refiere a los periodos de capitalizacién de la
tasa de interés y al plazo; si la unidad de tiempo corresponde al periodo de
capitalizacidn, el plazo siempre debe expresarse en esas unidades de tiempo.

'S e

Si una persona puede liquidar una deuda, ya sea mediante un pago unico de $8000

de inmediato o de $10000 dentro de 5 afios, ;qué opcidn debe aceptar suponiendo
que debe pagar una tasa de interés de 5% convertible semestralmente?

El deudor debe comparar ambas obligaciones. Debe seleccionar una fecha para va-
luarlas. Se facilita el cdlculo si se elige el momento presente.
Primera opcién:

$8000

0 10 semestres
Fecha de valuacién
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Para valuar la primera opcién, no se necesita hacer ningtin célculo: la cantidad de
$8000 tiene precisamente ese valor por estar ubicada en la fecha de valuacidn.

Segunda opcién:

$10000

0 1 2 3 4 - 9 10 semestres
FV

f

Fecha de valuacién
Aqui debe calcularse
el vp de $10000

El valor presente (vp) del pago tnico dentro de 5 afios calculado al 5% anual con-
vertible semestralmente (la unidad de tiempo es el semestre) es:

—-10
VP =10000(1+ 20
30
180
VP = $7811.68

Como ambas opciones se han evaluado en la misma fecha, en el momento presente
el deudor pagaria de inmediato $8000 con la primera opcidn, mientras que con la se-
gunda, también calculada en el momento presente como ya dijimos, pagaria el equiva-
lente a $7811.68; por lo tanto, el deudor debe elegir la segunda opcién de pago, es de-
cir, liquidar la deuda dentro de 5 afios con un desembolso de $10000.

La compafia F firma un documento que la compromete a pagar a la empresa N
$3000 en 6 afios con intereses a 5% convertible trimestralmente. Cuatro afos des-
pués, esta tltima empresa vende el documento al banco Mx: ;cudnto pagé este banco
por el documento si la tasa de interés que fij6 en la operacién era de 4% convertible
semestralmente?

Aqui es posible identificar dos unidades de tiempo:

La unidad de tiempo para encontrar el valor acumulado del documento al final de
6 afos es el trimestre; la unidad de tiempo para el valor acumulado del documento al
final de los 4 anos, es decir, cuando se adelanta la fecha de vencimiento dos afios, es el
semestre.
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vp Precio de venta $3000 (1 + 0'—02)24
\ ‘,_—-—--\
0 1 2 16 ... 24trimestres
6 aflos

—_ g S e |

T 4 semestres

Fecha de valuacion

El valor del documento a find delos 6 afios es: S= $4042.05.
El precio de venta de laempresa N al banco mx se refiere a capital cuyaexpresion esC = S(1 +
i ), €l plazot serefiere alos 2 afios que se adel anta la fecha de vencimiento:

Precio de venta = 4042 (1 + %)-4

C =3$3734.22, cantidad que recibe la empresa N del banco mx

Por lo tanto, el banco mx debe pagar a la empresa N por el documento la cantidad de $3734.22 cuatro
anos después de que la compafia F firmé el documento.

El banco mx se esperara dos afios para recibir $4042.05 por parte de la empresa F, es decir, habra
ganado en la operacion $307.82.

3.2.4 Relacién de equivalencia entre dos tasas nominales

Si se deseara obtener la equivalencia entre dos tasas nominales, se podria seguir e mismo
razonamiento empleado para llegar a la expresion [3.9] tomando en cuenta que dos tasas son
equivalentes si producen € mismo valor acumulado a partir del mismo capital y durante € mismo
plazo:

Si i ™ esunatasanomina capitalizable my veces al afio.
Si i ™ esunatasanomina capitalizable mp veces al afio.

Y s seconsidera como capital alaunidad monetaria $1 (por simplicidad), setiene

M1y M1 im2
(1+ —) = (1+ —)
my m,

Equivalencia entre dos tasas nominales

mp
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A partir de latasade 7.025% nominal capitalizable cada 28 dias, calcilese una
tasa de interés equivalente nominal pagadera cada 91 dias.

Se empleardla expresion [3.11] paracalcular la equivalencia entre dos tasas nominales.
36U 260

= 360\ —

0.07025| i
"0 | 7| 3w
28 91

Tasaanual capitalizable cada

vr 91 dias que equivale auna
=0.0706828  tasa de 7.025% anual

capitalizable cada 28 dias

En el cuadro 3.7 se resume la equivalencia entre estas dos tasas nominales y las
ta-sas de interés del cuadro 3.3 del gemplo 3.
Estainformacién puede completar e cuadro 3.3 de la siguiente manera:

Cuadro 3.7

Equivalencia entre tasas nominales
con diferentes periodos de capitalizacion

Tasas nominales

Periodo de
capitalizacion 28 dias 91 dias 360 dias
28 dias 7.02 7.07 7.25
91 dias 8.49 8.76
360 dias

El lector debe calcular e interpretar las casillas vacias del cuadro anterior.

Responder a la pregunta del eemplo 5 empleando la tasa de 7.06828%
capitalizable cada 91 dias que equivale a 7.025% anual pagadero cada 28 dias.
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Como ambas tasas son equivalentes, deben producir los mismos intereses, es decir, el
valor acumulado debe ser el mismo ($10725).

360
:

91

0.0706828
360
91

S=$10000(1 + = $10725

w6
Con lo cual se demuestra que 7" ~ 7.

Ejemplo 12

Determinar durante cudnto tiempo se deberd invertir un capital de $100 al 18%
anual convertible mensualmente para obtener el doble del valor acumulado de otro
capital de $100 depositado durante el mismo tiempo al 10% anual capitalizable se-
mestralmente.

Es conveniente ubicar las obligaciones para la primera y segunda inversion respectiva-

mente.

El primer capital se invierte al 18% El segundo capital se invierte al 10%

anual convertible mensualmente anual convertible semestralmente

a un cierto tiempo # durante el mismo tiempo # del

primer capital

N N

0 r=? 0 r=2
§=100 (1 + 218y §=100 (14 20)

12 2

Se sugiere emplear la expresién [3.10] para el valor acumulado del capital.
Como el valor acumulado del primer capital debe ser el doble del valor acumulado
del segundo capital:

0.18\12

100 ) ) 100(1+
2

1+

0.10 )z'f
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)

100

200 (1 N )12 t
l (1 + 0. 05)2
2 1 + 0. 09
1 ( 1.1025 )
2 1.195618171
% =(0.922117133)*

log 0.5

log 0.922117133

Es el tiempo que se necesita invertir el
t = 8.5486 afios primer capital para obtener el doble
del monto del segundo capital

Comprobacién
El valor acumulado del segundo capital es:

2(8.5486)
S =100[1+ w)

S = $230.29

El valor acumulado del primer capital es:

12(8.5486)
S =100 (1 + @)

S = $460.58

Que representa el doble del valor acumulado del segundo capital durante el mismo
plazo.

3.3 Relacidén entre el modelo de capitalizacién y el modelo de interés simple:
scudl produce mejores rendimientos?

Si el objetivo del inversionista es obtener el méximo rendimiento, pareceria légico se-
leccionar el modelo de capitalizacién, sin embargo no siempre esta decisién es la me-
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jor, pues la longitud del periodo de capitalizacién de la tasa de interés influye en la
acumulacién (o en el descuento). Para ilustrar lo anterior, supdngase que por una in-
versién de $100000 se paga una tasa de Cetes de 15.69% capitalizable cada 28 dias,
squé plazo es conveniente para obtener los mayores rendimientos: 7, 14, 28, 91, 182
0 364 dfas?

Para decidir se calculard el valor acumulado de la inversién para cada uno de esos
plazos para los dos modelos de interés.

Es conveniente senalar que la tasa de Cetes, de 15.69% capitalizable cada 28 dias,
indica que en un afio hay 3% veces en que se reincorporan los intereses al capital que
los originé para producir nuevos intereses.

C(1 5 001569 (15 001569 2 (15 001569 3%
360 360 360
¢ lﬁ l% lﬁ
0 1 2 o 360 Periodo de 28 dias
(o periodo unitario
de tiempo)
Ano de 360 dias

La tasa de interés que se gana en cada periodo unitario de tiempo* es:

0.1569
——— = 0.01220
360 5

28

también llamada tasa efectiva por periodo de 28 dias.
En el cuadro 3.8 se muestran los cdlculos (a) y el valor acumulado de la inversién (b)
Obsérvese que el valor acumulado S en el modelo compuesto también se puede ex-
presar como:

0.1569 1%
360
28

S§=100000(1 +

Recordando que 7 se indica en afos o fraccién de ano; por ejemplo, para 91 dias
quedaria:

360, 91

0.1569 15
360
28

S§=100000(1 +

4 Si una tasa de interés es pagadera cada 28 dias, por ejemplo, ésa serfa la unidad de tiempo: 1 signifi-
ca 28 dias.
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Cuadro 3.8

Valor acumulado del capital en los modelos de interés simple e interés compuesto

Valor acumulado de un capital de $100000

Interés Interés
Plazo imple compuesto
, si
Dias §=C(1+ir) §=CA+i)
_ 0.15691
s-clio 010 ) | S=C[105g)
28
0.1569 15
~ 0.1569 S=C|1+
7 S= C[l * 360 (7)] [ @ ]

28

g | 5= 1 L1580 g

360

14
360
28

2 | 5= C[1 + 0150 og)

360

28
360
28

Valor acumulado de

Se pueden apreciar mejor las diferencias encontradas si se grafica la informacién

anterior:
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0.1569 5= c[1.21569]5 un capital de $100000
o1 | S=cft+ % ©O1)] 360 P
28 Plazo Interés Interés
Dias simple compuesto
01569 % S=C(1+it) S= C(1+i)’
0.1569 S=C|1+
182 | S= C[l * 7360 (182)] [ 360 ] 7 | 100305 100304
28
14 100610 100608
28 101220 101220
264 5o C[I . 0.1569 (360)] S= C[ 1 +7360 ] 9 03966 040
360 g 182 107932 108203
364 115864 117079
a) b)
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Grifica 3.1
Interés compuesto contra interés simple
con plazos diferentes al periodo de capitalizacién
de la tasa de interés

< Interés compuesto
{ 4————— Interés simple

»
>

$100000

1 | | I
7 14 28 ... 91 .. 182 ..364 dias

En la grfica 3.1 se observa que si el inversionista elige el plazo inferior a 28 dias, el
periodo de capitalizacién para Cetes al 15.69%, el modelo de interés simple le pro-
duce mejores rendimientos que el modelo compuesto; si eligiera un plazo de 28 dias
—que coincide con el periodo de capitalizacién de los intereses—, ambos modelos le
producirian idénticos rendimientos; finalmente, si seleccionara plazos superiores a 28
dias, el modelo de interés compuesto seria el mds conveniente.

De lo anterior se concluye que:

No siempre es mejor el modelo de capitalizacion que el modelo simple.

Los mejores rendimientos se obtienen si se seleccionan plazos mayores al
periodo de capitalizacién de la tasa de interés pagada.

Si el plazo de la inversién coincide con el periodo de capitalizacién de los

intereses, ambos modelos producen los mismos rendimientos.

Si se generaliza lo anterior y se considera que el periodo de capitalizacién de los in-
tereses corresponde a la unidad de tiempo, se tienen las siguientes relaciones:
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a)Sit<1l=0+i)>1+i)’
b)Sit=1=0+it)=(1+i)"
Sit>1=0+i)<(1+i)*

Las relaciones entre plazo y periodo de capitalizacién de la tasa de interés se resu-
men de la siguiente manera:

a) Cuando el plazo de la inversién es inferior al periodo de capitaliza-
cién, el modelo de interés simple produce mayores rendimientos que
el modelo de interés compuesto.

b) Cuando el plazo de la inversién coincide con el periodo de capitaliza-
cién, el modelo de interés simple produce los mismos rendimientos
que el modelo de interés compuesto.

¢) Cuando el plazo de la inversién es mayor al periodo de capitalizacion,
el modelo de interés compuesto produce mayores rendimientos que

el modelo de interés simple.
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Ejercicios propuestos

Inter és compuesto

1

¢En cuanto tiempo se duplica un capital s la tasa de interés es de 35% y se compone: a)
trimestramente, b) semestramente, ¢) anua mente?
Sol.: @) 8.26 trimestres, b) 4.29 semestres, ¢) 2.31 afios.

. Si una inversién a 15 meses duplica su valor y actlia con una determinada tasa fija, ¢en cuanto

tiempo lo triplicard ala mismatasa?
Sol.: 23.77 meses.

. Las ventas al menudeo se han incrementado a razon de 5% anual. Si las ventas fueron de $200000 en

d afio, ¢cudles son las ventas estimadas para dentro de dos afios s se mantiene € ritmo de
crecimiento?
Sol.: $220500.

. Una empresa deposita $10000 en una cuenta de ahorros que paga a 13% anual convertible

semestralmente, ¢cudl sera e monto de la inversion después de 24 meses? Calcular por € método
aproximado.
Sol.: $12864.66.

. Se descuenta un pagaré con valor de $150000 en 90 dias. El banco carga una tasa de 15% de

interés capitalizable mensualmente. Determinar e capital utilizando € método aproximado u
ordinario.
Sol.: $149, 534.88.

6. ;Cual es el monto después de un afio si $2000 se invierten al 8% convertible:

7.

8.

10.

a) mensuamente, b) trimestralmente, ) semestralmente, d) anual mente?

Sol.: a) $2,165.99, b) $2,164.86, ¢) $2,163.20, d) $2,160.

Por un préstamo de $10000 se pagaron intereses de $750; el plazo del préstamo fue de mes y
medio; encontrar: a) la tasa anual pagadera mensualmente, b) la tasa anua pagadera
semestra mente.

Sol.: a) 59.27%, b) 67.09%.

¢Cual sera e valor acumulado de $600 a final de 15 afios si la tasa de interés es variable: se
paga 7% capitalizable trimestraimente durante los primeros 5 afios, y 8% capitalizable
trimestralmente durante el tiempo restante?

Sol.: $1, 874.33

. Encontrar el valor presente de $10000 pesos con vencimiento al final de 3 afios si el dinero se

evalliaa: a) 3% convertible mensual mente, b) 5.5% convertible trimestralmente.

Sol.: a) $9140.33, b) $8488.47.

Una persona pago6 una deuda con vencimiento a 7 meses con $17500 pesos. La tasa de interés
gue se cobro fue a 10 1/4% convertible cada 28 dias, ¢cudl fue d capital prestado?

Sol.: $16, 488.22.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

InterésCompuesto

¢Cud es el monto que se generara con un capital de $ 6,500 en tres afios a 5.5% convertible
trismestral mente?

Sol.: $7, 657.44.

Un capital de $800 se invierte a una tasa de 10% anual capitalizable trimestra-mente durante
los primeros 2 afios y de 12% anua capitalizable semestralmente durante los siguientes 3 afios.
Encontrar € valor acumulado de lainversion al final del quinto afio.

Sol.: $1382.66.

¢Qué tasa nomina capitaizable trimestralmente es equivalente a 7% convertible
semestral mente?

Sol.: 6.9397% anual convertible trimestral mente.

Verifique que ambas tasas de interés del gercicio anterior sean equivalentes: ¢cudl es el valor
acumulado de un capital de $10000 pesos invertido durante 7 meses? Emplee cada una de las
dos tasas parallegar a mismo resultado.

Sol.: $10, 409.51 para ambos casos.

(Durante cuanto tiempo se invirtié un capital de $50000 pesos hasta alcanzar un monto de $52,
300 pesos al 12% anual convertible bimestralmente?

Sol.: 136 dias aproximadamente.

En el afio 2000, la produccion de automoviles fue de 200, 000 unidades; ;cual es la produccion
en 2010, si crece 10% anual en los primeros 2 afios, 12% en los siguientes 5 afios y 8% anual en
los dltimos?

Sol.: 537, 250 unidades.

Para verificar que los rendimientos obtenidos bajo € modelo de interés compuesto no siempre son
mejores que los obtenidos con €l interés smple, calcular €l interés bagjo ambos modelos para una
inversion de $50000 colocados al 8.6% anual pagadero cada 91 dias y un plazo de: a) 60 dias, b) 91
dias, ¢) 120 dias.

Sol.: a) $716.67 y $714.04, b) $1,086.94 y $1,086.94, ¢) $1,433.33 y $1,438.27

Las utilidades de cierta empresa se han incrementado a 5% anual. Si las utilidades para € afo
2006 fueron de 5 millones, ¢cudes serdn |as utilidades estimadas para los préximos dos afios?
Sol.: 5.250 millones para el 2007 y 5.512 millones para el 2008.

El precio de contado en ddlares americanos de un auto es de 50000; si se financia mediante 2 pagos,
el primero inmediato por 14000 délares americanos y el segundo tres meses después por 45000
délares americanos, ¢cud eslatasa de interés nomina capitalizable mensua mente que se cobra por
el financiamiento?

Sol.: 92.660814%.
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20. ¢Cud de los siguientes bancos paga |os mejores rendimientos? Anualice | as tasas.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Tasa

Banco Plazo anual
Bancomer 28dias | 6.5%
Ixe 91 dias 8.0%
Santander 7 dias 7.25%

Sol.: Ixe paga |os rendimientos mas altos con 8.242%, contra Bancomer
6.698% y Santander 7.5138% (tasas anualizadas).

¢Cud eslatasa nominal anual capitalizable quincena equivalente a una tasa
de 25% nominal anua capitalizable mensual mente?

Sol.: 24.8711%.

Se invierten $20, 000 en una cuenta que paga el 20% nominal anual capitalizable
mensual mente, ¢cudl es latasa efectiva que se paga en tres meses?

Sol.: 5.083%.

El 23 de diciembre de 2006 se realizd un préstamo, el cua se acordd liquidar
mediante dos pagos de $ 35, 000. Cada uno a efectuarse el 3y € 15 de mayo
del siguiente afio; la tasa de interés cobrada fue de 17% capitalizable
diariamente. Determine: a) ¢cud fue € capital prestado?, b) ¢cudnto se pagd
por concepto de interés? Use laregla ordinaria.

Sol.: a) $65, 647.02, b) $4, 352.98.

Encontrar |a tasa anualizada equival ente a una tasa nominal convertible cada
175 dias de 8.13%.

Sol.: 8.2999%.

Una suma de $10000 se invierte el 20 de octubre y se retira el 21 de noviembre
del mismo afio, ganando un interés de $250. Encuentre la tasa de interés anual
pagada: a) mediante laregla exacta, b) mediante lareglaordinaria.

Sol.: a) 32.53%, b) 33.2095%.

De las siguientes tasas: @) 8% anual convertible trimestralmente, y b) 9.5%
anual capitalizable cada 182 dias, ¢qué tasa paga los mejores rendimientos?
Sol.: e 9.5% anual capitalizable cada 182 dias paga €l mejor rendimiento con
1.097230, adiferenciade la tasa de 8% que solo genera 1.08243.
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Formulas financier as

Convienerecordar

1. Deve disi nguirse la cantidad sobre la
gue se calcula una tasa 'y e momento en
el que se paga: latasadeinterés se calcula
sobre e capital o valor presente y se paga
a fina del periodo preestablecido; la de
descuento se calcula sobre un valor futuro

Bésica
Valor acumulado,
valor futuro o monto

S =Cc+1i)t
lﬁ_l

Factor de acumulacidn en el interés

compuesto con tasa efectiva de interés

y se paga da inicio del periodo
preestablecido.

2. La unidad de tiempo se refiere a
periodo de pago de latasa (de interés o
descuento).

3. Una tasa nomind de interés no es
propiamente una tasa anual de interés
porque s6lo toma como referencia a afio
para expresar a la tasa efectiva por
periodo.

4.La anualizacion de tasas se refiere a
expresar la equivalencia de una tasa hominal
capitalizable m veces a afio con una tasa

. Basica
efectivaanual.

Valor acumulado,
Valor futuro o monto
5. La equivalencia de tasas puede ser jmy e
entre dos tasas nominades o entre una s=C (1+;)
efectivaanual y unanominal.

0. S una tasa efectiva anud i es
equivalente a una nominal i~ pagadera m
veces a afo, la efectiva es mayor que la
nominal.

Factor de acumulacion en el interés
compuesto con tasa nominal de interés

7. Las tasas efectivas i no necesariamente
son anuaes;, pueden ser efectivas diarias,
semanales, mensuales, trimedtrales, entre
otras periodicidades.
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Férmulas financieras

Tasa nominal capitalizable
m veces al afio

(RS

C
Tiempo o plazo

log %]

.

_log(l +£n)
m

Bdsica: equivalencia anual
Z'm
1+=—

m

m

(1+4)!=

Tasa efectiva

i=(1+l_mm—1
m

Tasa nominal capitalizable
m veces al afio

im:[(uz')fl?_l )

Nota muy importante:

i
i =1 = tasa efectiva por
7 m-ésimo o

por periodo.

Aqui 7 no es efectiva

anual.
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Capitulo 4

Ecuacién de valor

Introduccién

EN LA PRACTICA NO ES COMUN QUE LAS TRANSACCIONES FINANCIERAS se¢ pacten con
s6lo dos desembolsos: uno al inicio de la operacién y otro al final del plazo conveni-
do. Generalmente los préstamos se liquidan mediante mds de un pago parcial o bien
la inversidn se incrementa con mds de un depésito. Las operaciones con series de pa-
gos que se traten a partir de este capitulo, generalizan los modelos de acumulacién y
descuento vistos hasta este momento.

El objetivo de este capitulo es dominar la formulacién de la ecuacién de tiempo y
valor para reestructurar deudas o crear fondos de ahorro a partir de series de obliga-
ciones con mds de dos flujos de efectivo.

A partir de aqui se empleard la palabra pago o renta para denotar los desembolsos
de efectivo para disminuir una deuda o aumentar una inversién. Las tasas de interés
y de descuento empleadas serdn efectivas por periodo de pago de la renta a menos que
se indique claramente de otra forma.

4.1 Operaciones con més de dos flujos de efectivo

Supéngase que se realizan # pagos al final de cada periodo a una tasa de interés 7 efec-
tiva por periodo, ;cudl serd el valor acumulado de esta serie de pagos?, ;cudl es el valor
actual de la serie de pagos? Estas son dos preguntas frecuentes, aunque no las tnicas,
cuando se habla de series de pagos.

Esta operacién se ilustra en el siguiente diagrama de tiempo:

F, F )2 F F,
|—> 0 1 2 3 . |—> ¢ periodos
Valor de la serie de pagos Valor de la serie de pagos
si se desea descontar si se desea acumular

los intereses los intereses
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Para conocer el valor de toda la serie de pagos en cualquiera de las dos fechas pro-
puestas se debe considerar que de acuerdo con las suposiciones fundamentales de la
teoria del interés (seccién 1.1, capitulo 1), el dinero siempre debe producir mds dine-
ro; de ahi que aunque los pagos fuesen de la misma magnitud, al referirlos a cualquier
fecha deberdn considerdrseles, respectivamente, los intereses. También debe conside-
rarse, para calcular el valor de toda la serie de pagos, que en toda transaccién financie-
ra, la obligacién de las partes involucradas (la que es duefia de los recursos y la que los
pide prestados) debe ser igual en el tiempo; en otras palabras, en toda transaccién rige
un principio de equitatividad.

En la explicacién siguiente se ha seleccionado el final del periodo # para evaluar a la
serie de pagos F,, es decir, se calculard el valor acumulado de la serie.

A y B son las obligaciones de las partes involucradas en la operacién (en nuestro
ejemplo, A se refiere a los depésitos y B al valor acumulado de la serie de depdsitos).
El principio de equitatividad significa que el valor de la obligacién A en una cierta fe-
cha debe ser igual a la obligacién B al ser evaluadas en la misma fecha y con una mis-
ma tasa de interés:

Principio de equitatividad en una transaccién financiera

Obligacién A Obligacién B
(valuada a una cierta fecha y = (valuada a una misma fecha y
a una cierta tasa de interés) con la misma tasa de interés) [4.1]

Esta ecuacién indica que todos los flujos deben contener los intereses a pagar du-
rante el tiempo que los posea el prestatario y que, por supuesto, actda una misma tasa
de interés para calcular ambas obligaciones A y B.

Al establecer una igualdad entre las obligaciones A y B, referirlas ambas a una mis-
ma fecha de valuacién (gv)' y calcularlas a una misma tasa de interés, se obtiene una
ecuacion de tiempo y valor o simplemente una ecuacion de valor.

A una cierta tasa de interés, el valor de los pagos realizados en cierta fecha debe
ser igual, en esa misma fecha, al valor de los pagos que se reciben.

A la fecha seleccionada para comparar las obligaciones se le llama fecha de va-
luacién o fecha focal.

! A esta fecha también se le conoce como fecha focal; en adelante se abreviard como Fv cuando se le
ubique en los diagramas de tiempo y valor.
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El diagrama de tiempo muestra las dos series de obligaciones, aunque la cantidad S
s6lo represente una obligacién de un pago.

Fy F F F F, <— Obligacién A

0 1 2 3 o t periodos

S =valor acumulado de
la serie de pagos

<— Obligacién B
Todos los flujos F] (j=1,2,.., ) deberdn contener los intereses correspondientes
al tiempo que hay entre el momento de su pago y la fecha de valuacién seleccionada.?

Ejemplos con flujos de efectivo efectuados durante més de una ocasién

Ejemplo 1
Se realizan 4 pagos de $10000, $12000, $16000 y $18000 al final de cada bimestre.

La tasa de interés que se paga es de 10% simple anual, ;cudl es el valor acumulado de
la serie de pagos?

El modelo de interés simple § = C (1 + i#) ahora se extiende para mds de dos pagos; se
considera a Sy C como pagos o rentas. Lo mismo ocurre con el valor presente o capi-
tal C=S(1 +4r)..

Se debe seleccionar una fecha de valuacién; aqui la fecha no puede ser otra que el
final del cuarto bimestre:

$10000 $12000 $16000 $18000

0 2 4 6 8 meses
FV

Pagos de interés de F) |
I 1

Pagos de interés de F,

Pagos de interés
de F;5

2 El subindice se introdujo sélo para indicar el momento en que se realiza cada uno de los pagos F
(que pueden ser o no iguales y no necesariamente todos son diferentes de cero).
El flujo F; ya contiene, ademds del capital, los intereses respectivos.

119



matematicasfinancieras

Obsérvese que € flujo F4 no genera interés porque esta ubicado en la fecha de
valuacion.
El principio de equitatividad es:

Vaor acumulado de la serie

. Un pago unico, S, a fina
de pagos d fina del cuarto = .
bimestre a latasa de 10% del cuarto bimestre alatasa

. de 10% simple anual.
simple anual.

S se respeta este principio y la unidad de tiempo es € afio, la ecuacion de
tlempO y Val or es. Valor acumulado

10,000 ((1 +0.10 (%)) +12,000 ((1 +0.10 (%)) +16,000 ((1 +0.10 ( )) +18,000= S  (montolovalorfuturo

2
12

No hay pago de interés porque este pago esta en
la fecha de valuacién.

S=$57, 166,70
El gemplo 1 se puede interpretar como s fuese una deuda o serie de tres deudas a
pagar en la fecha indicada que se deseara sustituir por un pago Unico a fina del octavo
mes (o0 cuarto bimestre); en tal caso se sobreentiende que cada uno de los pagos
propuestos ya contienen intereses, pero como se sustituyen por otro pago en otra fecha, se
consideran | os nuevos intereses generados ala nueva fecha en que se cancelala deuda.
Obsérvese que s se ve cada pago por separado, la anterior ecuacion es la

aplicacion del modelo de interés simple propuesto para dos pagos.

Se desea acumular una inversion a fina de 8 meses mediante los siguientes
depdsitos: $3,500 dentro de un mes; $4,200.5 meses después del primer depdsito,
y una cantidad desconocida un mes después del Ultimo deposito, de tal manera
que se acumulen $8,500 a la tasa de interés de 7.74% simple anual, ¢cud es €
importe del pago que permitird cumplir € objetivo?

Si la fecha de valuaciéns acordada por las partes es e momento presente, la
ubicacion de las obligaciones en €l tiempo es como se muestra a continuacion:

3 En este documento se acostumbrara, para efecto de valuacion y con fines didacticos, empezar por los pagos
més cercanos ala fecha de valuacién, siempreiniciando de izquierda a derecha.
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$3500 $4200 * 4~ <— Obligacién A

0 1 2 3 4 5 6 7 8 meses
FV

$8500 «— Obligacién B

Para valuar el importe del depésito desconocido se recurre al principio de equita-

tividad:

Serie de los 3 pagos de $3500,
$4200 y x valuados en el
momento presente a la tasa

Valor de $8500 valuados en el
= momento presente a la tasa

o ¢
de 7.74% simple de 7.74% simple anual 43]

85001 + 006774 (240)] 3500[1 0.0774 (30)] 4200[1 00774(180)] [1 006774 (210)]
360 360 360

8082.921263 = 3477.569676 + 4043.515933 + x(0.956800459)
x = $587 Importe del tercer pago con el que la serie de tres rentas acumulard
$8500 dentro de 8 meses

En este ejemplo se observa que, al contrario de lo que se esperaria, el pago desco-
nocido no puede ser $800 calculado al establecer una ecuacién tal y como se haria en
una curso de matemdticas (8500 = 3500 + 4200 + x) porque no se consideraria ni el
tiempo en que deben efectuarse los pagos ni la tasa de interés. La ecuacién de tiempo
y valor planteado considera que el dinero siempre produce mds dinero en el tiempo,
esto se logra al respetar el principio de equitatividad en las obligaciones.

Con el siguiente ejemplo se ilustra una conclusién importante del modelo de inte-
rés simple; al cambiar la fecha de valuacién, cambia el valor de la obligacién.

Encontrar el valor del tercer depésito del ejercicio anterior si se toma como fecha de
valuacién el octavo mes.

$3500 $4200  x g
0 1 2 3 4 5 6 7 8 meses
$8500

FV

Como el principio de equitatividad [4.1] debe respetarse, sélo se debe considerar el
cambio de la fecha de comparacidn; [4.3] se expresaria como:
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Serie de los 3 pagos de $3500, $4200 y Valor de $8500 valuados
x valuados en el octavo mes a la tasa = en el octavo mes a la tasa
de 7.74% simple anual de 7.74% simple anual
8mozx1+(”Wﬁ(mﬂ+4mop+Oﬂwﬂaﬂ+3mop+00W4@m)
360 360 3

o x =$584 Importe del dltimo depésito (o pago).

De los ejemplos 2 y 3 se observa que:

Al comparar obligaciones en el tiempo con el modelo de interés simple,
el valor de las obligaciones cambia si se cambia la fecha de valuacién. [4.4]

Una compaifa pide a un banco $10000 con una tasa de interés compuesto de 9%
anual. Si se realizardn cinco pagos anuales iguales empezando al final del primer afio,
scudl es el importe de cada pago anual? Considérese que hay reinversién de intereses.

Se considerard como fecha de valuacién el momento presente (esta seleccién es arbi-
traria); la unidad de tiempo es el afio.

Si R es el importe del pago anual, éste ya incluye una parte del capital acumulado y
una parte de intereses; para encontrar su importe se establece una ecuacién de valor
en la que el principio de equitatividad es:

Valor de $10000 en el momento Valor de las cinco rentas R en el
presente al 9% anual momento presente al 9% anual

El diagrama muestra la ubicacién de las obligaciones en el tiempo; al final de cada
flecha se muestra el valor presente de cada renta R:

$10000 <— Obligacién A

0
FV

2 3 4 5 afios
R <— Obligacién B

-
=
=
=

R(1+0.09)"
R(1 +0.09)
R(1 +0.09)7
R(1 +0.09)
R(1+0.09)7

AﬂﬂlI
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Obsérvese que aunque cada pago R ya contiene parte de los intereses adeudados, al
referirlos a la fecha seleccionada de comparacién se deben descontar, en este ejemplo,
los intereses. De esta manera la ecuacién de valor es:

10000 = R[(1 + 0.09) 1 + (1 + 0.09) 2+ (1 + 0.09) 3 + (1 + 0.09)* + (1 + 0.09) ]

.o R =$2571.00 Importe de cada uno de los cinco pagos anuales que cancelan una deuda
de $10000 al 9% anual

Resolver el ejemplo 4 si se cambia la fecha de valuacién al final del tercer afio.

Todos los flujos deberdn referirse (acumularse o decontarse segin el caso) al tercer
afio.

| v

$10000 10000 (1 + 0.09)°
FV
0 1 2 3 4 5 afos
R R R R R

L’ R(1+0.09)!
R(1+0.09)2

R(1+0.09)!

R(1+0.09)2

El principio de equitatividad no cambia; los intereses de los pagos R que estdn a la
izquierda de la fecha de valuacién generan intereses; asimismo, se deben acumular
los intereses del préstamo de $10000; a las rentas R que estdn a la derecha debe des-
contdrseles los respectivos intereses (porque se considera que se adelantan esos pagos
y por ello no deben cobrarse intereses durante el tiempo que no se usa el dinero aje-
no), y el pago R ubicado en la fecha de valuacién no produce intereses. De esta ma-
nera la ecuacién queda como sigue:

10000 (1 + 0.09)> =R+ R(1 +0.09)' + R(1 + 0.09)> + R(1 + 0.09)~' + R(1 + 0.09)2
=R[1+ (1 +0.09)!+(1+0.09)?2+(1+0.09)"+(1+0.09)7]

R =$2571.00 Importe de cada uno de los cinco pagos anuales que cancelan
una deuda de $10000 al 9% anual
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De los ejemplos 4 y 5 se observa que:

Al comparar obligaciones en el tiempo con el modelo de interés com-
puesto, el valor de las obligaciones 7o cambia si se cambia la fecha de
valuacién. [4.5]

Es decir, la fecha de valuacién puede seleccionarse arbitrariamente.

'S e

El precio de contado de un automévil nuevo es de $220000 y se desea adquirirlo me-
diante un financiamiento a dos afos: un enganche de $20000, 23 pagos de $8000
mensuales y un dltimo pago que saldarfa la deuda; si la tasa de interés que se cobra
por el crédito es de 18% anual capitalizable mensualmente, ;cudl serfa el importe de
ese ultimo pago?

Es conveniente establecer una igualdad entre obligaciones; una de ellas es el precio de
contado y la otra el financiamiento. No se especifica si los pagos se realizan al inicio o
al final de cada periodo; cuando sea asi, se sobreentenderd que los pagos se efectua-
rdn al final del periodo. Se supondrd que el tltimo pago se efectuard en el mes 24.

Se seleccionard como fecha de valuacién el final del segundo ano.

=

$20000 8000 8000 8000 ... 8000 8000 8000  x  <— Obligaciéon B
0 1 2 3 S 21 22 23 24 meses
$220000
T <— Obligacién A

FvV

Se respeta el principio de equitatividad sefialado en la expresién [4.1].4

Obligacién A Obligacién B
Precio de contado del automévil Enganche + serie de 24 pagos mensuales
(valuado al final del segundo afio (valuado al final del segundo afio
y ala tasa 7' = 18%) y ala tasa 7' = 18%)

4 Al expresar el principio de equitatividad, a partir de la ubicacién de las obligaciones en el diagrama,
se debe entender que es indiferente nombrar A o B a las obligaciones.
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220000 (1 + Q]_ZE)Z4 =20000 (1 + g:I_ZE)Z" + 8000 [(1 + w12)1 + (1 + m:|_2)2 + (1 + w12)3 +.. (1 + wlz)zs] +X

314490.6186 = 28 590.06 + 8000 [(1 + glzl_s)l + (1 + wlz)z + (1 + M12)3 ot (1 + g121_8)23] X

314490.6186 =28590.06 +221068.17 + x
x=$64832.39

Por lo tanto, para adquirir el automovil mediante financiamiento, se pagara en
forma inmediata un enganche de $20000, 23 mensualidades vencidas de $8000
cada una y un pago de $64832.39 a efectuarse en el mes nlimero veinticuatro.

D e

¢Cudl es € monto de unainversion dentro de 5 afios S a inicio de cada trimestre
se invierten $400 a unatasa anual efectiva de 6%7?

Solucion

Se puede responder considerando la aplicacién de latasa ef ectiva anual o bien una
tasa anual capitalizable cada trimestre que sea equivalente a la proporcionada
inicialmente.

En el siguiente diagrama se muestran las obligaciones de | as partes:

S =

$400 400 400 400 o 400 400 400 Fv

0 3 6 9 . 51 54 57 60 meses

f

Monto de lainversion

a) Empleando directamente la tasa proporcionada. La unidad de tiempo es el
trimestre.

3 6 9 57 60
VF = 400(1 + 0.06)% + (14 0.06 )35 + (1 + 0.06)% + ..+ (1 +0.06)7 + (1 +0.06)3  [1]

VF = $9355.11 Monto o valor futuro de la serie de depdsitos dentro de 5 afios
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b) Calculando una tasa equivalente. La unidad de tiempo debe ser el trimestre

7 T

$400 400 400 400 . 400 400 400 FV

0 1 2 3 ce 17 18 19 20 trimestres

t

Monto de la inversién

Se debe calcular una tasa efectiva trimestral equivalente, es decir, encontrar una tasa
nominal capitalizable trimestralmente equivalente a 6% efectiva anual.

5
1+0.06) =[1+——
(1+0.06) =1+ 725

90
=0.0146738  Tasa efectiva trimestral

i

%
90
i=0.05869538 Tasa nominal capitalizable trimestralmente

Entonces, la ecuacién [1] se reexpresaria asi:

0.058695 1 0.058695 \2 0.058695 \19 0.05869520
_ 1+ 222277 ) 4 [T+ 22222 o+ D+ 22222 ) (] 22227
VE= 400[( 360 ) ( 360 ) ( 360 ) ( 360 ) ]
90 90 90 90
VF=400[(1 + 0.01467375)" + (1 + 0.01467375)* + ... + (1 + 0.01467375)" + (1 + 0.01467375)*] [2]

VF=$9355.11.

Obsérvese que ambos resultados (incisos a y b) son iguales.

4.2 Fecha equivalente (tiempo desconocido)

Como se menciond al inicio del capitulo 2, si se conoce cualquiera de las tres cantida-
des bésicas, la cuarta se puede calcular. Ya vimos cuando el tiempo es la variable des-
conocida en operaciones que comprenden un pago tnico. Ahora consideraremos una
situacién presentada cuando se realizan varios pagos en diferentes puntos en el tiempo
y se reemplazan por un pago #nico igual a la suma de todos ellos. El problema es en-
contrar el punto en el tiempo en el cual ese pago tnico es tal que equivale a los pagos
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que se realizan parcialmente, punto llamado fecha equivalente. El siguiente ejemplo
ilustra esta situacién.

El método de solucién para encontrar la fecha equivalente considera al tiempo pre-
sente como fecha de valuacién para establecer la ecuacién de valor. A continuacién se
generaliza el cdlculo del tiempo o fecha equivalente.

Sean S, S, ..., S, cantidades a pagarse al final de 7, 75, ... 7, periodos, respectiva-
mente. Se propone reemplazar esta serie de pagos por una cantidad tdnica (§) + S, +

.+ S,) al final de 7 periodos; si la tasa de interés involucrada es 7 efectiva por perio-
do, ;cudl es esa fecha 7 tal que la nueva obligacidn sea equivalente a la original?; es de-
cir, se propone calcular la fecha equivalente que sustituya a la deuda original.

En el siguiente diagrama se ubican las obligaciones:

Si S S, S,, <— Obligacién A
0 1 2 S n,_q S n,
FV
T <— Obligacién B
(S)+ Sy+...+8) (que sustituye a A)

Al emplear el principio de equitatividad sehalado en la expresién [4.1]
(S +8+.+8)A+)7"=850+)'+S0+i)2+..+ 851+ [4.6]
como la Unica variable desconocida es 7, la fecha equivalente, y se encuentra como
exponente, se emplea la funcién logaritmo;’ una vez aplicada ésta a ambos lados de la

ecuacién y después de algunas operaciones algebraicas se llega a:

log(s; + 53 + oo +5) —log(s; (1 + 2) 4 5, (1 + )72+ oo+ 5,(1 + 7))

4,
log (1 + 1) [4.7]

Supéngase que se desea reemplazar una deuda (o serie de deudas) de $20000, $50000
y $10000 a efectuarse dentro de 3, 6 y 9 meses respectivamente; la tasa de interés
convenida es de 36% anual convertible semestralmente, ;cudl seria la fecha equivalen-
te de la operacién?; es decir, si se deseara cancelar todos esos pagos por la cantidad
tinica de $80000, ;cudndo se tendria que efectuar el pago?

> Se puede emplear el logaritmo base 10 (log;,) o bien el logaritmo base ¢ (L,).
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Cuando aparecen series de pagos, como es el caso, se identifican trestiempos.

a) El periodo de pago de latasa de interés (o bien frecuencia del pago de latasadeinterésen el
ano).

b) El periodo del pago delarentaR.

¢) El plazo de la operacion.

En este gemplo, a) serefiere a semestre (latasa se paga con una frecuencia de 2 veces a afio); b) es
€l trimestre 'y ¢) corresponde a 9 meses; € plazo eslalongitud del tiempo que hay entre e momento que
se pacta la operacion, e momento presente, y e momento en que se cancela ésta junto con sus
respectivos intereses.

Si se adopta aqui también la préctica de considerar como unidad de tiempo a periodo en que se
paga reamente la tasa de interés, se puede emplear € mismo razona-miento desarrollado hasta
ahora pararesolver los problemas de la teoria del interés. Asi, la unidad de tiempo es €l semestre y
|as obligaciones se ubican de la siguiente manera:

$20000 $50000 $10000
0 3 6 9 meses
fv T
En agun tiempo t

($20000 + $50000 + 10000)

El principio expresado en términos generales en laexpresion [4.1] es:

Valor actual de un pago de $ 80,000 a Valor actual delos pagos de $ 20,000,
efectuarse en lafechat desconocida a $ 30,000 y $10,000 a efectuarse
unatasa de 36% anual capitalizable = durante 3, 6 y 9 meses,

semestralmente respectivamente, a unatasade 36%
anua capitalizable semestralmente

W)
(=]

$80000 (1 + %) = $20000 <1 + i) + $50000 <1 + %) + $10000 (1 + %) [4.8]

Unavez que se aplican logaritmoss para despgar ala variable desconocidat, setiene:
t = 0.93007 semestres; es decir, 5 meses y 17 dias aproximadamente.

8 Se recomienda al lector realizar todos los calculos hasta que considere que ya no es posible reducir la expresion [4.6] y entonces aplicar las leyes de
logaritmos.
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Por lo tanto, se pueden sustituir las deudas originales con un solo pago de $80000
a efectuarse dentro de 0.93007 semestres con la seguridad de que ambas transacciones
tienen el mismo valor para las partes.

Si se compara la expresion [4.6] con la ecuacién [4.8] que introdujo el concepto de
fecha equivalente, se observa la misma estructura sélo que en [4.8] el periodo de pago
de la tasa no coincide con el periodo del pago del flujo de efectivo, lo que si ocurre
con la expresién [4.6]. Para usar directamente la expresién [4.7] se debe tener cuidado
de que haya coincidencia entre ambos periodos de pago.

A continuacién se muestra un ¢jemplo donde existe esta coincidencia de periodos.
Aqui se puede emplear directamente la expresion [4.6] o si se desea la [4.7].

Se recomienda plantear una ecuacién de valor directamente, tomando como fecha
de comparacién el momento presente para evitar confusiones al pretender emplear
para cualquiera de los casos la ecuacién [4.7].

:En qué fecha se descargarian en una sola exhibicién las deudas de $3000, $2500 y
$1780 pagaderas en 3, 4 y 7 meses, respectivamente, si la tasa de interés es de 30%
anual capitalizable mensualmente?

La fecha del pago tnico que reemplace los tres pagos a realizarse en las fechas acorda-
das (deuda original), en la que tanto para el deudor como para el acreedor la nueva
obligacién tiene el mismo valor en el tiempo, debe respetar el principio de equita-
tividad.

Pago tnico de $7750 a efectuarse Valor de los tres pagos a efectuarse en
en cierta fecha desconocida a la tasa 3, 4y 7 meses, respectivamente, a la
de 30% anual capitalizable = tasa de 30% anual capitalizable
mensualmente mensualmente

La fecha de valuacién para el cdlculo de la fecha equivalente es forzosamente cero.

reEERN $3000 $2500 $1750

0 3 4 - 7 meses
FV

La unidad de tiempo generalmente se refiere al periodo de capitalizacién de la tasa
de interés, porque facilita los cdlculos; en este ejemplo en particular, el periodo de capi-
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talizacién coincide con el periodo de pago, el mes. Asi la tasa 7 efectiva mensual es: 7 =
030 _ 0,025.
Si se empleara la expresién [4.7] para calcular la fecha equivalente, se tendria:

(3000 + 2500 + 1750) (1 + 0.025)~*= 3000 (1 + 0.025)% + 2500 (1 + 0.025)* + 1750 (1 + 0.025)"7

3000 (1 + 0.025)73 + 2500 (1 + 0.025)% + 1750 (1 + 0.025)7
7280

(1+0.025)"=

(1 +0.025)"= 0.89946798
—tlog(1 + 0.025) = log (0.89946798)

log (0.89946798)
log (1 + 0.025)

t=4.29 meses

t=—

Por lo tanto, se puede sustituir la deuda (o deudas) originalmente contratada(s) por
un pago unico de $7250 (que resulta de la suma de los pagos parciales en diferentes
fechas) dentro de 3 meses y 12 dias,” aproximadamente; es decir, la fecha equivalente
de la operacién es de 3.3833 meses.

Si se desea, se puede emplear la expresién [3.9] del capitulo 3, considerando que el
tiempo es el ano o fraccién de ano; por ejemplo:

_ 360, 360,90 360 120 360,210

(3000 + 2500 + 1750) (1 + 230\ 50" = 3000 (1 + 930\ %50 4 2500 (1 + 230\ 50560, 1750 (1 + 930\ 35w
360 360 360 360
180 180 180 180

(1+0.25)"2.= 3000 (1+0.025) + 2500 (1+0.025)% + 1750 (1+0.025)7

Empleando el logaritmo decimal para despejar %

t = 0.356695 anos
oot = 4.28 meses.

Para establecer una ecuacién de tiempo y valor se recurre al principio de equitativi-
dad que rige a toda operacién financiera y deben considerarse los siguientes elementos:

1. Seleccionar una fecha de comparacién en la que deban referirse todas las
obligaciones.

2. Valuar cada obligacién en la fecha seleccionada con una misma tasa de interés.

3. La fecha de valuacién (fecha focal) se selecciona segin lo acuerden las partes en el
interés simple; véase ejemplo 4.

4. La fecha de valuacién (fecha focal) se selecciona arbitrariamente en el interés
compuesto; véase ejemplo 5.

7 Se consideré que el mes es de 30 dias.
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Ejercicios propuestos

1.

Si un documento con valor al vencimiento de $250000 se liquida en 5 afios,
determinar el importe de los pagos s la deuda se liquida en: a) en dos afios, b) en 7
afos. Considerando una tasa de interés de 25% capitalizable semestral mente.

Sol.: a) $123,317.55, b) $400,451.66.

. Una persona contrac una deuda que debe liquidar mediante un pago de $50,000 a un

afio y otro de $800 en 2 afios. ¢Qué cantidad deberd pagar para liquidar la deuda en
un solo pago? (La tasa de interés vigente es de 50% convertible mensualmente).
Utilizar interés compuesto. Redlizar: @) en este momento, b) en afio y medio, c¢) en
dos afios. Utilizar interés compuesto.

Sol.; @) $30,935 b) $64,502.92, c) $ 82,404.71.

. Se contrata una deuda de $12000 al 21% nominal capitalizable trimestralmente. El

acreedor acepta a cambio de recibir dos pagos dentro de 7 y 9 meses,
respectivamente. Si €l primer pago es la mitad del importe del segundo pagaré,
encontrar el importe de cada pago parcial. Emplear interés compuesto.

Sol.: $4,610.33 para 7 meses y $9,220.07 para 9 meses.

. A cambio de pagos de $2000 al final de cuatro meses y $5000 al final de 10 meses, un

inversionista acuerda pagar $3000 inmediatamente y realizar un pago adicional al
final de tres meses. Encuentre la cantidad del pago adicional si latasa de interéses: a)
6% efectivo anual y b) 6% capitalizable mensua mente. Utilizar interés ssmple.

Sol.: a) 3,778.52, b) $3,778.52.

. Una persona debe efectuar tres pagos: $5000 en forma inmediata, $4000 al final de 8

meses, y $10000 dentro de un afio; sin embargo, el acreedor concede reestructurar la
deuda por un pago Unico igual ala suma de las obligaciones originaes; ¢cud serala
fecha equivalente en la que debe redlizarse €l pago Unico? La tasa de interés es de
15% nominal capitalizable semestralmente. Emplear interés compuesto.

Sol.: 235 dias aproximadamente.

. ¢Cudl sera el importe de cada uno de los cuatro pagos anuales que tendran que hacerse

para liquidar una deuda de $20,000 con vencimiento el dia de hoy, suponiendo un
rendimiento de 4% convertible trimestramente, s el pago es vencido?. Emplear
interés compuesto. Sol.: $5,517.65

. Se dispone que una herencia se reparta entre 3 hijos cuyas edades son 5, 12 y 17 afios,

paraque a cumplir 18 afios cada uno de ellos reciba la parte que les corresponde. Las
instrucciones al respecto son que el pago para cada hijo sea 10% superior a pago
recibido por € hermano que le antecede. Si la herencia se invierte al 8.5% anual
capitalizable mensualmente, ¢cudl seré el importe que recibira cada uno de los hijos?.
Considere que la herencia es de $1' 000,000.

Sol.: primer hijo: $504,324.54, segundo hijo: $554,756.99 y tercer hijo:
$610,232.69
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11.
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. (En qué fecha se tendria que efectuar un pago de $15,000 para sustituir tres pagos

de $1,000, $5,000 y $9,000 a efectuarse dentro de 2, 3 y 5 meses
respectivamente? La tasa de interés que se cobra es de 14% nomina pagadero
mensual mente. Use interés compuesto.

Sol.: dentro de 4.13 meses aproximadamente (cuatro meses con cuatro dias).

. Una deuda se paga de forma mensual; el importe del pago anticipado es de $8,000

y se desea cambiar a pagos bimestrales vencidos. Si latasa nominal capitalizable
Semestralmente es de 50%, ¢cudl es €l importe del nuevo pago?

Empl ee interés compuesto.

Sol.: $16,920.56

Se desea encontrar €l valor en e momento presente a una tasa de 11.5% de
interés simple, de las siguientes obligaciones: $1,000 a vencerse dentro de
tres meses, a 14%, $1,700 dentro de ocho meses con un interés de 12%, y
$800 a vencerse dentro de un afio a 13%. Use interés simple.

Sol.: $3,522.10

Se pretende acumular en un banco $10,000 al 8% anual convertible
mensualmente al final de 7 meses mediante 2 depdsitos desconocidos de tal
manera que e segundo sea la cuarta parte del primero. Si € primero de los
depdsitos se efectlia en este momento y el segundo dentro de un mesy medio,
¢cudl es el importe de cada uno de los depdsitos? Use laregla ordinaria.

a) Empleeinterés simple, b) emplee interés compuesto.

Sol.: a) primer pago $7,658.48, b) segundo pago $1,914.62

Se desea sustituir una serie de pagos quincenales en forma vencida de $4,250
por otra serie de pagos bimestrales anticipados, ¢cud es € importe de cada
pago bimestral s actla una tasa de interés de 26.4% anua capitalizable
guincena mente? Use interés compuesto.

Sol.: $16,542.59.

Una persona se obliga a pagar $5000 en forma inmediata, $4,000 al final de 8
meses y $10,000 dentro de un afio; el acreedor propone reestructurar la deuda por
un pago de $19,000, ;cual seria la fecha en la que se tendria que efectuar ese
pago Unico de ta manera que sea equivalente a la serie de los tres pagos
acordados originamente, si la tasa de interés es de 7.42% anua convertible cada
28 dias? Use interés simple.

Sol.: dentro de 7 meses con 25 dias aproximadamente.
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ECUACION DE VALOR

Conviene recordar

1. La ecuacién de valor es la columna
vertebral de la teoria del interés porque
permite establecer la equitatividad de las
obligaciones del deudor y del acreedor,
con lo cual contribuye a que ambas par-
tes ganen; por ello en los negocios se
emplea esta teorfa para valuar obligacio-
nes financieras.

2. Para establecer una ecuacién de va-
lor se debe seleccionar una fecha de va-
luacién (o fecha focal) y evaluar las obli-
gaciones con una misma tasa de interés
y en la misma fecha.

3. En el modelo de interés simple, el
valor de las obligaciones s/ cambia si se
cambia la fecha de valuacién.

4. En el modelo de capitalizacién (in-
terés compuesto), el valor de las obliga-
ciones 1o cambia si se cambia de fecha
de valuacién.
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Férmulas financieras

Principio de equitatividad en una
transaccién financiera

Obligacién A Obligacién B
(valuada a una cierta (valuada a una misma
fechayaunacierta ~  fechay con la misma

tasa de interés) tasa de interés)

Ciélculo de la fecha equivalente
al sustituir una serie de pagos
por un nico pago

log(S, + Sy + oo+ 8) = log(Sy (1 + 1) + $,(1+ 72 4 oo+ S,(1 +8)™)
n=

log (1 +7)







Capitulo 5

Anualidades ciertas

Introduccién

EN LOS NEGOCIOS EXISTEN SITUACIONES en las que debe decidirse entre una o mds op-
ciones; por ejemplo comprar a crédito o al contado, es decir, efectuar un pago tnico o
una serie de pagos en el futuro, ya sea que esos pagos sean fijos o variables en el tiempo.

También puede presentarse la necesidad de acumular un fondo de ahorro para des-
pués de cierto tiempo disponer de él por medio de retiros periddicos, por ejemplo; o
bien si se conoce el capital necesario a invertir hoy, para tener la garantia de efectuar
retiros futuros, se preguntaria por el importe de esos retiros.

Para saber cudl es la mejor opcién debe emplearse una medida estidndar o herra-
mienta que compare todas las opciones. Esta medida considera el valor, en este mo-
mento, de la serie de pagos futuros, o bien su valor en el futuro, cuando ya todos los
pagos se han realizado; se habla asi del valor presente y del valor futuro, respectivamen-
te, de la serie de pagos.!

Debe sefalarse que la técnica empleada mds frecuentemente en la toma de decisio-
nes en los negocios es la del valor presente.

¢A quién se le paga? Los pagos o rentas denotan indistintamente cantidades de di-
nero que nos pagan o que pagamos, es decir, pueden ser series de depdsitos para efec-
tos de acumulacién o propiamente series de pagos que cancelan deudas.

El objetivo de este capitulo es conocer, calcular e interpretar series de obligaciones en el
largo plazo para adquirir financiamiento, reestructurar deudas o crear fondos de ahorro.

5.1 Definiciones
Una anualidad se define como una serie de pagos (o rentas) generalmente iguales rea-

lizados a intervalos regulares de tiempo. Los pagos pueden efectuarse al inicio o al fi-
nal del intervalo.

! Se considera como serie a dos o mds pagos, aunque también puede considerarse un pago como una
serie de un término.
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La palabra anualidad no se refiere necesariamente a pagos realizados anualmente:
éstos a menudo se realizan con otras periodicidades, tales como dias, semanas, meses,
bimestres, trimeSthS, entre otros mUChOS.

Varios factores relacionados con el tiempo afectan el valor presente o el valor futu-
ro de una anualidad:

Sea:

Renta: Importe de cada pago periddico.
Plazo o término de la anualidad: Longitud de tiempo entre el comienzo del primer periodo
de pago y el final del dltimo pago.
Periodo fijo de tiempo durante el cual se realizan los pagos.
Intervalo de pago o periodo de pago: Longitud de tiempo entre cada pago sucesivo de la anualidad.

A continuacién se muestra gréficamente los diferentes tiempos involucrados en una
anualidad; debe notarse que a partir de ahora, la subdivisién de los intervalos en la
recta de tiempo se refiere a periodos de pago de la renta.

Periodo de pago
—

0 1 2 3 e n Nuamero de pagos

periédicos

Plazo o término de la anualidad

Existe otro tiempo que interviene en una anualidad; se refiere al periodo de capita-
lizacién (o pago) de la tasa de interés. Puede haber o no coincidencia entre este perio-
do y el periodo de pago de la renta; por ejemplo, si la renta se paga cada seis meses y
la tasa de interés se capitaliza mensualmente, no hay una coincidencia. En el caso de
anualidades, cuando se hable de zasa efectiva de interés (o tasa por periodo de pago) se
sobreentenderd que el periodo de pago se refiere a la longitud del intervalo en el cual se
efectda el pago de la renta.

5.2 Clasificacién de anualidades

Las anualidades se clasifican atendiendo a sus propiedades.

5.2.1 Atendiendo a la certeza con la que se realiza la serie de pagos (rentas)
Anualidades ciertas: Se conoce el momento en que se realiza el primer pago y el mo-

mento del dltimo pago de la serie, es decir, el plazo y, por lo tanto, el nimero de
pagos a efectuarse; se tiene la certeza de que se efectuardn todos los pagos.
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mento en que la operacién quedé formalizada. Este momento recibe el nombre de
momento inicial o presente. El intervalo de tiempo que transcurre entre el momento
inicial y el inicio del periodo de pagos se llama periodo de gracia; este periodo se
mide utilizando como unidad de tiempo el correspondiente a los periodos de pago.
Mientras transcurre el periodo de gracia se pueden verificar dos situaciones:

a) Que al final de cada periodo se paguen los intereses del capital original. En este
caso se dice que hay servicio de intereses. El capital permanece constante duran-
te todo el periodo de gracia, de tal manera que el capital al comienzo del plazo
es igual al capital original.

Series
b) Que los intereses generados se capitali-
. . U 7 7 trica es un; resion
cen en cada periodo, dentro del periodo 18 Se7Le E7L PIOGTESiON ZLomELTICit €5 UNG EXPIEsior
formada por los términos de una sucesién geomé-
de gracia. En este caso, el valor del capi-  ticaseparados por el signo mis (+).

. ;s Serie finita en progresién geométrica:

tal al comienzo del plazo serd igual al S
capital original mds los intereses capita- ararvar+..+ar!
lizados. Sise ejecutara la suma indicada, la serie se converti-
rfa en un niimero. Este ndmero, o suma de los pri-
meros términos de la serie, es el que interesa en el

caso de las anualidades y se denota por S,,.

5.2.3 Atendiendo al importe de los pagos

0 rentas
¢Cémo se obtiene la suma S, de los primeros 7 tér-
minos de una serie finita en progresién geométrica?

Anualidades fijas: Si el importe de la serie de

bi 16 Como S, = a+ar+art+..+ar'! [1]
pagos no cambia en el tiempo. oS = arear s sa-lrar 2]
. . Loq. . Restando [2] de [1]:
Anualidades variables: Si el importe de la serie 2l def]
de pagos cambia en el tiempo. Los pagos Sy=ararars..var!
T —r+S, = —(ar+ar*+..+ar"' +ar’)
pueden aumentar o disminuir de acuerdo
con un comportamiento predecible, estos S§y=r*S,=a-0-0-0~...-0~ar"
cambios en el importe del pago son del S —(r+S) = a—ar"
tipo aritmético o geométrico; por ello se Sl =7 = a(l-r")
habla de las anualidades variables, como se- . g _ a((ll—r)") para—l<r<1 (5.1]
—7,

ries de pagos en progresién aritmética o en

progresion geometrica, respectivamente. Con esta expresion se obtiene la suma de los prime-

ros 7 términos de una serie en progresién geomé-
trica.

5.2.4 Atendiendo a la tasa de interés Las sucesiones que se estudian en el libro son todas
convergentes, €s decir, son sucesiones acotadas in-

ferior y superiormente, crecientes o decrecientes y

Anualidad con tasa de interés _ﬁ]ﬂ Si la tasa de su limite es L'm.ico. Las demostraciones l’iC.l teorema
. A . L. de convergencia quedan fuera del propésito de este
interés no cambia durante el término de la b0,

anualidad.
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Anualidad con tasa de interés variable: Si la tasa de interés cambia durante el término
de la anualidad.

De acuerdo con las clasificaciones anteriores, se habla de:

1) Anualidades fzjas con tasa fija.

2) Anualidades ffjas con tasa variable.

3) Anualidades variables en progresién aritmética o geométrica.
a) Con tasa fija.
b) Con tasa variable.

Las anualidades que trabaja usualmente el administrador son las anualidades cier-
tas, vencidas y anticipadas, con pagos fijos a tasa fijas y con pagos fijos a tasa variable.
Son éstas las que se abordan en este documento.

5.3 Anualidades donde la frecuencia del pago periédico R coincide

en el periodo de pago de la tasa de interés

A continuacién se muestra el caso de una anualidad fija (o serie de pagos R), con una
tasa de interés fija por periodo de pago de la renta; los pagos se realizan en forma
vencida.

Sea: R: Importe del pago periddico.
i: Tasa de interés efectiva por periodo vigente durante el término de la anualidad.
n: Duracién o término de la anualidad.

Figura 5.1
R R R R
0 1 2 R n—1 n
Valor 1 Valor 2
de la de la
anualidad anualidad
Valor presente Valor futuro

Debe observarse que se realizan 7 pagos de importe fijo R; cada pago se realiza al
final de cada periodo; la tasa de interés es fija (efectiva por periodo de pago); el perio-
do de pago es el mismo durante el término de la anualidad (intervalos iguales).
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También debe sehalarse que éste es un caso en que la frecuencia del pago periddico
R coincide con el periodo de capitalizacién (o pago) de la tasa de interés.

Los valores senalados en la figura 5.1 corresponden, en el primer caso (valor 1), al
valor presente de la serie de pagos R, y el valor 2 al valor futuro (o acumulado) de la
serie de pagos.

En el cuadro 5.1 se presentan ambos valores (valor presente y valor futuro) para el
caso mds general de anualidades vencidas y anticipadas cuyos pagos son de R por pe-
riodo. La tasa de interés es efectiva por periodo de pago de la renta Ry fija durante el
término de la anualidad.

VP=$1[(1 +2) ' + $1(1 +i) 2+ ... + $1(1 + £)7"]

Valor presente de una anualidad unitaria vencida

Para observar el tipo de relacidn entre el valor presente de una serie de pagos y la
tasa de interés, asi como entre el valor acumulado de la serie y la tasa de interés, en
la grafica 5.1 aparecen ambos valores para el caso de una anualidad unitaria® vencida,
respectivamente. En la gréfica 5.1 (a) se aprecia que hay una relacién inversa entre el
valor presente y la tasa de interés: a medida que ésta aumenta, aquél disminuye; este
resultado permite obtener condiciones favorables para las partes involucradas en la
operacion. El prestatario puede cancelar sus deudas (o serie de deudas) en una sola ex-
hibicién cuando la tasa contratada aumenta, obtendr4 asi una reduccién significativa
en el pago de intereses, por ejemplo; en la parte (b) de la misma gréfica la relacién es
mds evidente: a medida que aumenta la tasa de interés, el valor acumulado también
aumenta, es decir, se presenta una relacién directa.

Grifica 5.1
Relacién entre la tasa de interés y el valor presente y valor futuro
(0 acumulado) de una anualidad (o serie de pagos)

0.9 160 -
0.8 140 4
120 4
100
80
60 -
40
0.1 20 7

I
Valor futuro

0 T T T 1

0 T T T T 1

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20

Tasa de interés Tasa de interés

(a) (b)

% Las rentas unitarias son un caso muy especial de las anualidades; la serie de pagos periédicos es de
$1; representan en si mismas el caso mds general de anualidades porque bastarfa multiplicar el pago R
por el valor presente o acumulado de la renta unitaria; véanse las expresiones entre corchetes de las ecua-
ciones de valor del cuadro 5.1.
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Las anualidades mds comunes son las fijas con tasa variable, es decir, los pagos no
cambian durante la vigencia de la tasa de interés; al cambiar la tasa de interés, los pa-
gos se recalculan a la nueva tasa y permanecen fijos durante la vigencia de la tasa.

El siguiente diagrama ilustra un caso simple® de anualidades fijas con tasa variable.

Sea R: Importe del pago periédico.
R’: Importe del nuevo pago periédico.
iy: Tasa de interés efectiva por periodo vigente en el periodo 7,.
i: Tasa de interés efectiva por periodo vigente en el periodo 7,, ;.
n:  Duracién o término de la anualidad.

R R R R R R
0 1 2 n, My n
S

n iy

Este tipo de anualidades se aborda de acuerdo con la metodologia del documento;
por ello, aunque no se aborden explicitamente desde el punto de vista tedrico, si es
posible evaluarlas.

Ejemplos sobre anualidades ciertas donde el periodo de pago de la renta coincide
con el periodo de pago de la tasa de interés

En los ejemplos siguientes es opcional el empleo de la suma de los primeros términos
de una serie en progresién geométrica [5.1]; el lector puede emplear una hoja electré-
nica de cdlculo o, si es paciente, una calculadora de bolsillo.

La empresa A emitié una obligacién de $1000 a diez afios. Los pagos de intereses por
$60 deben hacerse al final de cada afio, durante 10 afios, y los $1000 del capital de-
ben pagarse al final del décimo afio. La empresa B emitié una obligacién de $1000 a
20 anos. Los pagos de intereses por $60 deben hacerse al final de cada uno de los 20
afos. ;Cudl es el precio de mercado de cada obligacién si ambas empresas venden las
obligaciones para que tengan un rendimiento de 4, 6 y 8% anual a interés compues-
to? (vender para producir un 4, 6 y 8% anual de interés compuesto significa que el

3 El caso es simple porque se considera que sélo hay un cambio de tasa durante el plazo de la anuali-
dad y porque se consideran sélo tasas efectivas por periodo de pago de la renta; en el mercado las tasas de
interés son variables y tienen una vigencia de siete dias.
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precio de mercado de la obligacién es igual al valor actual de los pagos al 4, 6 y 8%
anual a interés compuesto).

Comente acerca del efecto que tienen los anos hasta el vencimiento (es decir, la fe-
cha de vencimiento) en el precio de mercado de una obligacién.

Cuadro 5.1
Valores de una anualidad: valor presente y valor futuro.
Ubicacién en el tiempo de series de pagos anticipados
y vencidos para establecer la ecuacién de valor

Valores de una

anualidad Diagrama de tiempo Ecuacién de valor
Valor presente (vp) de una R R R R
serie de pagos R efectuados L VP=R+R(1+1)"+R(1+7)2+...+R(1+2)~ "
en forma anticipada 0 1 2 ...»n-1 npetodosde |[VP=R[1+(1+)~'+(1+)2+1+)+..+(1+i)"]
durante 7 periodos alatasa| P pagos
de interés 7 efectiva por FV de la renta Valor presente de rentas unitarias
periodo de pago de la renta
Va.!or presente (VP) de una R R .. R R
serie de pagos R efectuados
en forma vencida durante n 0 1 2 ...n-1 nperiodosde |VP=R(1+)"'+R(1+)2+R(1+)7+...+R(1+)™"
periodos a la tasa de interés /]\ pagos VP=R[(1+) ' +(1+5) 2+ +)+...+(1+4)7"]
i efectiva por periodo de FV de la renta
pago de la renta
Vz?lor futuro (vr) de una R R R .. R
serie de pagos R efectuados
en forma anticipada 0 1 2 ... n-1 n periodosde |VF=R(1+i)'+R(1+i)*+R(1+i)>+...+R(1+1)"
durante 7 periodos a la tasa /]\ pagos VF=R[(1+)'+(1+2?+(1+2>+...+(1+2)"]
de interés 7 efectiva por FV de la renta
periodo de pago de la renta
V;?lor futuro (vr) de una R R .. R R
serie de pagos R efectuados
en forma vencida duranten| 0 1 2 ... n=1 n periodosde |VF=R+R(1+i)'+R(1+i)*+R(1+i)>+...+ R(1+i)""
periodos a la tasa de interés /]\ pagos VF=R[1+(1+)'+(1+)*+ Q1+ +...+(1+4)""]
i efectiva por periodo de FV de la renta
pago de la renta

Como se busca el precio de mercado, la fecha de valuacién es el momento presente;*
al final de las flechas en cada diagrama se muestra el valor presente de cada pago de

intereses.

41a unidad de tiempo (periodo de capitalizacién) es el afio: corresponde al periodo de pago de la
renta R = $60.
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Flujos para la empresa A

$1000
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 afios
FV $60 $60 $60 $60 $60 $60 $60 $60 $60 $60

Precio de

compra l +
60(1+0.04)1°

60(1+0.04)~°
60 (1+0.04)~8

60 (1+0.04)~7

Y  60(1+0.04)¢

Y  60(1+0.04)

Y 60(1+0.04)*

Y 60(1+0.04)73

Y  60(1+0.04)2

60 (1+0.04)"!

Flujos para la empresa B

$1000
0 1 2 19 20 anos
FV $60 $60 R . . . $60 $60

Precio de

compra l *
. . . 60(1+0.04)%

60 (1+0.04)-

Y 60(1+0.04)-2

60 (1+0.04)"!
El valor presente (vp) de la obligacién de las empresas a la tasa 7 efectiva anual es:
VP=60[(1+4)'+0+4)2+...+(1+4)7+1000(1 +4)" [5.2]

Obsérvese que la expresion entre corchetes corresponde al valor presente de una se-
rie de rentas unitarias vencidas. (Véase el cuadro 5.1.)

De esta manera, para cada empresa su precio de mercado o valor presente de las

obligaciones se obtiene al sustituir en la expresion [5.2] la tasa de 4%, 6% y 10%, res-
pectivamente.

A continuacién se muestra el caso para la empresa A con la tasa de 4% efectiva
anual:

VP=60[(1+0.04)"+(1+0.042+...+(1+0.04)17+1000(1 + 0.04)"1°
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El cuadro 5.2 resume el precio de mercado de ambas empresas, de acuerdo con la
tasa de rendimiento deseada. En él se aprecia que el precio de mercado disminuye a
medida que aumenta la tasa de interés, es decir, hay una relacién inversa entre el pre-
cio de mercado y la tasa de rendimiento, comportamiento ilustrado en la gréfica 5.1,
inciso a).

Cuadro 5.2
Precios de mercado
para dos obligaciones a diferentes tasas de interés

Periodo de Cantidad al
tiempo (afio) ¢ final de ¢ Valor presente
10 anos $1000 4% 6% 8%
20 anos $1000 8110 7360 6710

Si a las empresas no les importa el plazo de las obligaciones, les conviene venderlas
al 4% anual.

Una mdquina se vende a plazos con una cuota inicial de $3000 y el saldo en 12 cuo-
tas mensuales de $1500 cada una, cargando 16% de interés convertible mensualmen-
te. Calcular el precio de contado de la mdquina.

Se tomard como unidad de tiempo el mes y se seleccionard arbitrariamente como fe-
cha de valuacién el mes 12.

$3000 1500 1500 ... 1500 1500 1500 <« Obligacién A
0 1 2 ... 10 11 12 meses
) !
Precio de contado (valor presente
de la serie de pagos) FV <« Obhgaaén B

5 El lector puede elegir el momento presente —que es el momento mis recomendable— y compro-
bar que llegard al mismo resultado.
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El precio de contado estd en el momento presente; si se considera el principio de

equitatividad:
Obligacién A Obligacién B
Serie de pagos + enganche Precio de contado valuados en
valuados en el mes 12 yalatasa | = el mes 12 y a la tasa
de 16% anual capitalizable de 16% anual capitalizable
mensualmente mensualmente
0.16\' 0.16\* 016\’ 0.16\" 0.16\" 0.16\"
1 1 1 1 1 1 1 R | 1 1 =x(1+—
500 + 500( +@)+ 500 +@)+ 500 +@ ot 500(+@) +3000( +@ x +@
30 30 30 30 30 30
1 2 3 11 12 12
15001 + l+0‘16 + 1+w + 1+0'—16 o+ 14 0.16 +3000 1+0'16 :xl+LlG
360 ) *|' 300 | | 360 360 360 360
30 30 30 30 30 30

Serie de rentas unitarias

Como la serie de rentas unitarias es del tipo

0.16\2 0.16\2
1500[12.92030987]+3000(1+ ) =x(1+ )

geométrico se puede facilitar el clculo 360 360
mediante la suma 30 30
¢ _all-m ¥=$19532
(1-7) Es el precio de contado
Como a =1 de la mdquina
0.16\!
7=(1+ 3]
30
n=12
12
1 (1 _ (1,016 )
12
S, =——— =12.92030987
0.16 )'
1 -\l +—=——
o

5.4 Anualidades ciertas donde no necesariamente se hace coincidir la frecuencia
del pago de la tasa de interés con la frecuencia del pago de la renta

Un préstamo hipotecario de $100000 con intereses de 3.5% efectivo anual se devol-
verd mediante un pago de $25000 al término de cuatro meses, seguido de 6 pagos
mensuales iguales. Encuentre el pago periddico.
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Se considera como unidad de tiempo e afio y se selecciona arbitrariamente como fecha de
valuacion el mes nimero 10. Debe observarse que € enganche se difiere cuatro meses.

o T

$25000 x X X X X x -« Obligacion A
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 meses Obligacion B
O — =«

$100,000

Si se establece el principio de equitatividad [4.1] visto en el capitulo 4:

300 30 150 180
10000(1 + 0.035)3%0 = x + (1 + 0.035)30 + x(1 + 0.035)3e0 + 25,000 (1 + 0.035)360

Valor de $100000 dentro Valor acumulado de los 6 pagos y del enganche de 10 meses

X =$%$12,820.00 Importe de cada pago mensual a realizarse durante 6 meses;  con ellos, mas $25,000, se
cancela el crédito hipotecario de $100,000

El lector puede calcular una tasa nomina capitalizable mensualmente equivalente a 3.5%
efectivo anual y plantear nuevamente la ecuacién de valor; podraver que se facilitan los calculos.

Ejemplo 4
Al inicio de cada trimestre se invierten $400 a la tasa de 6% efectivo anual, ¢cudl es € monto de la
inversion en 5 afos?

En € siguiente diagrama se observa que las rentas se pagan a inicio de cada trimestre, por lo cua
empiezan en e momento “0” y terminan en & periodo 19; sin embargo son 20 rentas.

— T

$400 400 400 400 400 400

0 1 2 e 17 18 19 20 trimestres

Monto de la
inversion
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Aqui no coincide el periodo de pago de la tasa de interés (afio) con el periodo de

pago de la renta (trimestre). Se puede obtener el valor buscado, el monto de la anuali-

dad, por dos caminos:

a) Calculando una tasa de interés equivalente apropiada, cuyos periodos de pago

coincidan con el trimestre, que es el periodo de pago de la renta;® o bien

b) empleando directamente la tasa proporcionada segtin la expresién [3.3] del ca-

pitulo 3 para cada pago, o si se desea la expresién [3.10].

a) Calculando una tasa equivalente

Véase ejemplo 7 del capitulo 4.

b) Empleando directamente la tasa proporcionada y el tiempo expresado en dias.

Sila unidad de tiempo es el afio, se emplea directamente la expresion [3.3] del capitu-

lo 3 para cada renta:

180

270 1620 1710 1800.

90 180 270 1620 1710 1800,
VE=4001{(1 + 0.06)*° + (1 + 0.06)*° + (1 + 0.06)*® +...+ (1 + 0.06)>® + (1 + 0.06)%*° + (1 + 0.06) 360]

VF = $9355

Con el ¢jemplo 4 se observa que
cuando se emplea una tasa efectiva
por periodo de pago de la renta,
como en (b), los exponentes son
siempre enteros, positivos o negati-
vos segin se haya seleccionado la
fecha de valuacién; cuando no co-
inciden ambos periodos de pago,
como en (a), los exponentes son
fraccionarios, positivos o negativos
segiin se haya seleccionado la fecha
de valuacién. Asi, las preguntas son:

Si se desea reducir la suma de los 20 términos de la serie
geométrica:

5 -ald=r")
1=
90
Como = (1 + 0.06)>®
90
7 = (1 +0.06)%"
n=20
90 20
VF =400 (1 + o.os)a%oo 1- ((1 + 0.06)360)

90
1—(1 +0.06)*

scudndo emplear tasas efectivas pagaderas por periodo de pago de la renta?, ;por qué
se debe hacer coincidir ambos periodos? La primera pregunta es para emplear calcula-
dora financiera o la funcién financiera de Excel de Microsoft. La segunda es porque
ambas herramientas sélo aplican tasas efectivas por periodo de pago de la renta.

¢ También puede encontrarse una renta pagadera anualmente equivalente al pago de la renta trimes-
tral, con ello se lograria hacer coincidir los periodos de pago de la tasa y de la renta.

147



MATEMATICAS FINANCIERAS

'S e

Se efecttian depésitos anuales al inicio de cada afio durante un periodo de 10 afios a
fin de proporcionar 40 pagos semestrales de $500; el primer pago deberd efectuarse
10 afos después de efectuado el Gltimo depdsito. Encontrar una expresion para el de-
posito anual, en términos de anualidades anticipadas, suponiendo una tasa de interés
de 20% anual pagadera semestralmente. Se considera que el pago de depésitos debe
ser suficiente para realizar los retiros hasta agotar el fondo.

La serie de depésitos x y la serie de retiros, ambos anticipados, se ubican en el siguien-
te diagrama de tiempo:

x x x x x
0 2 4 10 ... 20 40 41 59 60 semestres
T $500 $500 $500
10 Depésitos FV Periodo de Cuarenta retiros
anuales descuento semestrales
anticipados para los retiros anticipados

Se acumulan los depésitos x en el semestre nimero 20 y se descuenta el valor pre-
sente de la serie de retiros considerando como fecha de valuacién el semestre 40 en
esa misma fecha. La valuacidn, en este caso para efectos diddcticos, se inicia a partir
de los valores mds cercanos a la fecha de valuacién. La siguiente ecuacién de valor
puede despejarse para x directamente’ o bien puede reducirse la suma de las series
geométricas como se muestra en el recuadro.

2 4 20 =20 -1 -2 -39
x |1+ 020 +(1 +—O'20 ot 1+ 020 =500(1+ 0.20 1+(1+ 0.20 +(1+ 020 oot |1+ 020
2 2 2 2 2 2 2

Serie geométrica: 10 pagos anuales Serie geométrica: 40 pagos semestrales

La expresion pedida para los depésitos en términos de anualidades anticipadas es:

1_(1 . 0.220 » 1_(1 +0‘220 )_40
x (1+0~20)2. ] _ 500(“@),2@ l ]
2 1_(1 , 0.20 )2 1_(1 L 0.20 ),]
? 2

7 Puede emplear una calculadora de bolsillo o una hoja electrénica de cilculo.
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Es el importe de los cuarenta pagos semestrales que se podrian retirar si se deposi-
taran $500 en forma anticipada durante 10 anos.

De la suma de los 10 términos de la primera serie geométrica se obtiene:

0.20
a=(l+0220)2 Sn=(1+0.220)2 1— (1+0.2£>2)1o
r:(l+ '2 )2 1_(1+w)2
n=10 2

'S e

Una persona desea acumular $50000 en un fondo al término de 20 afos. Si deposita
$1000 al final de cada uno de los primeros 10 anos y $1000 + x al final de cada uno
de los 10 afos restantes en dicho fondo, ;cudl serd el valor de x si el fondo gana una
tasa efectiva de 4%? Considérese como unidad de tiempo el afio.

El diagrama de tiempo con las obligaciones es:

‘/—\

1000 1000 1000 1000 + x 1000 + x
0 1 2 o 10 11 20 anos
$50000

f

EFV

$50000 (1+0.04)"°=1000[1+(1+0.04)" +(1+0.04)*+... + (1+0.04)°] + (1000 +x) [1+ (1 +0.04)" + (1 +0.04)2+...+ (1 + 0.04)"1°]

Serie en progresién geométrica Serie en progresién geométrica
de razén (1+0.04) de razén (1+0.04)!

Si se emplea la expresién [5.1] para abreviar la suma de ambas series:
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50000 (1 + 0.04)-" = 1000 [1 - (M] +[(1000+x) (1 +o.o4)*1( M)]
1— (1+0.04) 1— (1+0.04)"

x=$1684.46 Es la cantidad adicional a $1000 que se empieza a depositar al final
del undécimo afio durante 10 afios

'S e

Una persona que inicia su vida activa como trabajador en este momento, desea acu-
mular un fondo para su retiro depositando $1000 al inicio de cada afio durante un
plazo de 25 anos. Quince afios después desea realizar 25 retiros anuales al inicio de
cada afio. Suponiendo que todos los pagos se hardn realmente, ;cudl serd el importe
de cada retiro que deberd realizar si la tasa de interés es de 4% efectiva durante los pri-
meros 25 anos y de 3.5% para los afios posteriores?

Esta persona empieza a ahorrar al inicio de su vida activa; el primer retiro lo efec-
tuard dentro de 40 afios.

15 afios sin depésitos
s6lo reinversién

1000 1000 1000 A
0 1 2 ... 24 25 26 ... 39 40 41 ... 65 65 anos
f R R R
FV Serie de 25 retiros

valuados en el afio 40

Sea R el importe de cada retiro a efectuarse 15 afos después del dltimo depdsito y
durante 25 afios (hasta el afio 64).

Los depdsitos se valuardn en el ano 25; se calculard el “valor presente” de los retiros
en el afio 40 y se descontard este valor con el factor apropiado durante 15 afos para
mantener asi la ecuacién de valor con fecha de comparacién el afio 25.

1000 [(1+0.04)" + (1+0.04)*+...+ (1+0.04)®] = R(1+0.035)"°[1+(1+0.035)" + (1 +0.035)2+...+ (1 +0.035) %]
1000 (43.3117446) = R(1 + 0.035)7"°(17.0583676)
43311.75 = R (1 + 0.035)°(17.0583676)
$4253.76 = R

Si esta persona deposita anualmente $1000 durante 25 afios en forma anticipada
ganando un rendimiento de 4% anual, podr4 retirar $4253.76 anualmente durante
25 afos. El primer retiro lo efectuard 15 afios después de haber efectuado el ltimo
depésito.

Después de cada retiro el remanente continda invirtiéndose al 3.5% anual.
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5.5 Anualidades donde el niimero de pagos 7 o la tasa de interés 7 se desconoce

Hasta ahora se han resuelto casos de anualidades en los que el valor presente, el valor
futuro o el pago periédico (renta) son desconocidos. A continuacidn se tratan casos
para cuando el nimero de rentas o la tasa de interés 7 o 7 son desconocidos.

5.5.1 Nimero de pagos desconocidos (n)

Los casos de anualidad que involucran un tiempo desconocido durante el cual se efectua-
rdn los pagos periédicos, no producen valores enteros para 7. En la prictica es inconvenien-
te efectuar un pago en una fecha que no corresponda a un niimero entero de periodos.

Lo que se usa es hacer un pago fraccionario adicional al pago completo en el mismo
momento en que se efectia el Gltimo pago regular o hacer un pago fraccionario un
periodo después del tltimo pago regular. En el primer caso, el tltimo pago es mis
grande que los pagos regulares, y en el segundo, mds pequeno. En cualquier caso, tales
pagos deben ser equivalentes en valor.

A continuacién se muestran los casos que involucran anualidades con tiempo des-
conocido.

'S e

;Durante cudnto tiempo se podrdn hacer retiros mensuales completos por $200 cada
uno si para ello se invierten $25000 a una tasa de interés anual de 7% convertible
mensualmente? Si existiera un pago adicional con el que se agote el fondo, ;cudl seria
su importe?

Explicitamente, no se dice si el pago es vencido o anticipado; cuando asi sucede, se
sobreentiende que es vencido.

Aqui si coinciden ambos periodos de pago. La unidad de tiempo no puede ser otra
que el mes (para facilidad de escritura obsérvese que 360/30 = 12):

$200 $200 $200 . $200
0 1 2 3 - n Num. de
$25000 retiros
Fecha de

valuacién
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25000 = 200 [(1 + %)_1 + (1 +%)_2 + (1 + %)_3 ot (1 +0i(;7)*”] [5.3]

0.07 )—1

Serie geométrica de razén 7= (1 + I

Basta despejar el valor de 7 para obtener la respuesta; sin embargo, cuando la varia-
ble desconocida es el nimero de pagos, es necesario recurrir al concepto de series
g
geométricas.8 La expresion entre corchetes corresponde a una serie de este tipo.

La suma § de los primeros 7 términos de una serie en

progresion geométrica estd dada por: a = (1 + %)71
S, = a(l—r") -1 0.07\_,
(1-7) = (1 5)
Donde n = Namero de pagos buscado

S: Suma de los primeros 7 términos de la serie.
a: Primer término de la serie.

7. Razén comdn.

n: Ntmero de términos de la serie.

Sustituyendo la suma de la serie en la ecuacién de valor [5.3]:

530 -0 530

u(n%)’l

$25000 = 200

200 [(0.994200497) (1 — (1 + 0.005833)™)]
0.0057995

$25000 =

Empleando logaritmos se llega a:

n=224.5813 Se deben realizar 224 pagos de $200 cada uno mds 0.5813

pagos (un pago fraccionario por un importe a calcular)

Para conocer el importe del pago final x, se replantea la ecuacién [2] con la suposi-
cién de que el pago complementario (que corresponde al tiempo 0.5813) se efectiia
un mes después del ltimo pago completo:

8 En todos los demds casos su empleo es opcional.
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12

12

25000:200[(1 + M)ﬂ . (1 , 007 )7z+ (1 , 007 )73+ . (1 . 037 )7224

0.07\-225
12 )

12

+x(1+

Despejando x, se obtiene que x = $116 es el importe del pago fraccionario a efec-
tuarse en el mes nimero 225.

'S e

Calctlese el importe del tltimo pago del ejercicio anterior, si éste se efectda en el mo-
mento de realizar el dltimo pago regular.

Como ya se sabe que el nimero de pagos es 7z = 224.5813, es decir, 224 pagos com-
pletos de $200 cada uno y uno fraccionario, se supondrd que el dltimo pago regular
es el nimero 223, asi el tltimo incluye un pago de $200 mds uno fraccionario. En el
diagrama siguiente se observa esta situacién:

$200 200 200 o 200 200 200 + x
0 1 2 3 - 222 223 224 meses
$25000 (18 afios 8 meses)

FvV

La ecuacién de valor es:

25000 - 200 (1+ %)1(1 N 037)71(1 . Og)ﬁhﬁ(l N 027),223 #2004 (14 087 )’m
25000 = 24914.19855 + (200+:) (1 + 037)'2“

x = $115.73 Importe del pago fraccionario a efectuarse en el mes niimero 224

Por lo tanto, el dltimo pago irregular serd de $315.73.
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5.5.2 Tasa de interés desconocida (i)

Es comtn encontrar situaciones en las que la tasa de interés es la variable desconoci-
da. En los primeros tres capitulos se vio cémo determinar la tasa de interés, sin em-
bargo sélo se relacionaban dos flujos de efectivo. Ahora, cuando se involucran mds de
dos pagos, la determinacion de la tasa de interés requiere de otras técnicas algebraicas.
Por ejemplo, en el caso del valor futuro (vF) de una renta unitaria vencida pagadera
durante 7 periodos a la tasa de interés 7 efectiva por periodo, se tiene un polinomio de
grado zen (1 + 7):

VE=(1+i)'+ (1 +7)2+...+ (1 +i) [5.4]

Si las raices de este polinomio se pueden determinar algebraicamente, entonces 7 se
obtiene inmediatamente.’

Existen varios métodos para resolver numéricamente el polinomio; el método que
se empleard en este documento es el de interpolacién lineal, el cual se basa en la supo-
sicién de que el valor presente (o el valor acumulado —futuro—) de una anualidad y
la tasa de interés mantienen una relacién lineal (en la seccién 5.3 de este capitulo se
vio que no es asi, véase grifica 5.1). La exactitud del método depende de qué tan cer-
canos estén los valores de la curva verdadera.

A continuacién se explica este método muy recomendado si se dispone de una
hoja electrénica de cdlculo. Al final del documento se muestra como calcular la tasa
de interés de una serie de pagos empleando las funciones financieras de Excel de Mi-
crosoft.

El método de interpolacién lineal para el célculo de la tasa de interés
de una anualidad

Como en el caso de interés compuesto, el crecimiento (o decrecimiento) del capital es
exponencial; la gréfica entre la tasa de interés i y el valor acumulado, por ejemplo, es:

? Algunos métodos de aproximaciones sucesivas como el de Newton-Raphson o métodos de expan-
sién de series no se aplican aqui, pero el lector puede consultar Stephen G. Kellison, 7he Theory of Inter-
est, Irwing, Homewood, Illinois, 1991.
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Grafica 5.2
Valor acumulado

de un capital en el interés compuesto

Valor acumulado (va)

A

VA fommmmmma o "

\/

Si se supone linealidad entre la tasa de interés y el valor acumulado, la relacién an-
terior se puede estudiar (o aproximar) a través de una recta; en la grafica 5.2 puede
apreciarse la aproximaciéon de una recta al punto buscado (la tasa de interés) sobre la
curva del valor acumulado.

Grifica 5.3
Aproximacién de una recta
a un punto sobre una curva

Valor acumulado

(va)
A Valor acumulado
aproximado generado
por alguna 7,
VA, Y
VA,
Valor acumulado exacto
L~ d ) ;
generado por alguna 7,
- »
n

El drea que hay entre la curva y la recta corresponde al margen de error en que se
incurre al suponer un comportamiento lineal entre 7 y, en este caso, el valor acumu-
lado. El valor 7; es la verdadera tasa de interés que acttia en la operacion y es desco-
nocida.
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Para reducir este margen de error, se pretende que los valores que acoten a 7;, por
ejemplo, 7, e 7, (inferior y superiormente, respectivamente), produzcan valores para el
valor acumulado, en este caso, muy cercanos al valor acumulado, va; verdadero.

Grifica 5.4
Margen de error
en la aproximacidn lineal a una curva

Valor acumulado
(va)
A

VA,

VA,

VA,

VA, — VA, = VA,

iy i i

b= iy~ i

Para que la aproximacion sea aceptable, se busca que las diferencias (va, — va,) sean
minimas y sélo dependan de (7, — 7). La exactitud del valor interpolado depende de
esa minimizacion. Para lograr esa reduccidn, se ensayan repetidamente valores dife-
rentes de 7, se sustituyen en la respectiva ecuacién del valor acumulado de la anuali-
dad, en este caso, y se compara la diferencia del valor futuro calculado con la tasa de
interés supuesta y el valor futuro verdadero.

Ejemplos para el célculo de la tasa de interés de una serie de pagos

Ejemplo 10

Se desea acumular $2000 durante un afio mediante dos depésitos semestrales iguales
anticipados de $950 cada uno, ;cudl es la tasa de interés que deberia operar para al-
canzar el objetivo?

Se calculard la tasa efectiva 7 anual; es decir, se ha seleccionado como unidad de
tiempo al ano:
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$950 $950
0 1/2 2/2 =1 afo
FV $2,000

Por lo tanto, la ecuacién de valor que vincula ambas obligaciones en el momento
0 es:

$950 + $950 (1 + )2 = $2000 (1 + i) [5.5]
$950[1 + (1 +4)2] =2000(1 + i)
(1+4)+(1+4)?=2.1052 [5.6]

Para encontrar el valor de 7, la tasa de interés que logrard acumular $2000 en las
condiciones descritas, se empleard un método de aproximacién sucesiva basado en la
suposicion de que existe una relacion lineal entre la tasa de interés y los flujos de efec-
tivo.

De acuerdo con la ecuacién [5.6] se elige arbitrariamente un valor para la tasa de
interés i, este valor se sustituye en dicha ecuacidn; a partir del valor obtenido con la
sustitucién, se supondrd otra tasa de interés 7 de tal forma que al sustituirse también
en la ecuacién [5.6], el valor nuevo obtenido y el valor anterior acoten superior e infe-
riormente al valor 2.1052. Entre mds pequefia sea esta acotacién, la aproximacién
para el valor de 7 serd mejor.

A continuacién se muestra lo aqui expresado:

Supéngase i = 0.06
= sustituyendo en [5.0]

(1 +0.06) + (1 +0.06)? = 2.0896

Supdngase i = 0.07
= sustituyendo en [5.6]

(1+0.073) + (1 + 0.073)? = 2.1090

Los valores obtenidos acotan inferior y superiormente a 2.1052.

Obsérvese que la diferencia (2.1090 — 2.0896) es pequefia: 0.0194. En general esta
diferencia debe ser minima para asegurar una buena aproximacién al valor de 7 buscado.

Para encontrar ese valor de 7, se supone que los valores encontrados anteriormente
estdn sobre una linea recta y acotan al valor i, que también se supone estd sobre la
misma recta; véase grifica 5.4.
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Grifica 5.5
Interpolacidn lineal para calcular
la tasa de interés del ejemplo 10

Valor acumulado
(va)
A

2.1090
2.1052

2.0896

o
o
X
~

=)

Como la pendiente, 72, de una recta es la misma a lo largo de ella, se pueden calcu-
lar 2 pendientes a partir de 2 puntos cualesquiera de los 3 que estdn en la recta ante-
rior, tal que una pendiente se calcule con el punto que contiene como abscisa al valor
i buscado.

Supéngase que se seleccionan los puntos Py y P; para una pendiente, 2, y los
puntos P; y P, para la segunda pendiente, 72,.

Se sabe que m; = m,

2.0896—2.1052 2.0896 —2.1090

0.06—i "~ 0.06-0.073 5.7]

despejando el valor de 7 de la expresién [5.7]
i=0.07045.

Por lo tanto, la tasa de interés que acumula $2000 después de un ano mediante de-
positos semestrales anticipados fijos de $950 es de 7.045% efectiva anual.

Basta sustituir este valor en la expresién [5.5] o [5.6] para verificar que la tasa de
interés encontrada por interpolacién lineal es una buena aproximacién a la verdadera
tasa de interés involucrada en la operacidn, el error es de casi 12 diezmilésimos.
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/@ Ejemplo 11

Se colocan $300 al final de cada 3 meses durante 6 afios en un fondo mutuo de inver-
sién: al final de 6 afos se adquieren acciones valuadas en $9,874.60. ;Qué tasa nomi-
nal convertible trimestralmente gané la inversién?

Sea i la tasa anual capitalizable trimestralmente buscada; por fac1hdad de escritura
se expresard como 7* de tal manera que la tasa efectiva 7 por trimestre es 7. Los flujos
de efectivo se representan en el siguiente diagrama:

$300 $300 $300
0 1 2 24 trimestres
FV
1
300(1 4)
it\-2
300( Z)

9874.60 (1 A )*“

N

La ecuacién de valor que vincula las obligaciones es:

IS
S

9$%60p+§y”=smwp+%y*+@+%y?h"+0+%yﬁ]

Simplificando:

14 14

@+%)*+@+%y?h“+@+%yj

Si se reduce la serie geométrica de la expresion anterior con la suma de una serie en

9874.60 = 300

progresién geométrica (véase expresion [5.1]) de la columna sombreada, tenemos:

(' )[(’z)]

9874.60 = 300

.

—_—
—
+
LAY
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Esta expresion se interpreta como el valor futuro de la serie de depésitos. Por ensa-
yo y error se obtienen los siguientes valores:

it Valor futuro
0.10 9704.71

it 9874.60
0.11 10010.47

Grifica 5.6
Interpolacién lineal para calcular
la tasa de interés del ejemplo 11

A

$10010.47

$9874.60

9704.71 Jeemmmmnn : ;
’ /’ 0.10,9704.71)

| | |
0.10 it 0.1

\

Igualando dos pendientes de la misma recta (véase grafica 5.5), tenemos:

10010.47 — 9704.71 _ 9874.6 — 9704.71
0.11-0.10 i—0.010

i=10.56%

Por lo tanto, la tasa nominal capitalizable trimestralmente es de 10.56%, la cual
permitird comprar acciones por un valor de $9874.60 dentro de 6 anos si se deposi-
tan rentas vencidas de $300 trimestralmente durante 6 afios.

Para facilitar los cdlculos se sugiere emplear para la interpolacién lineal una tasa
efectiva por periodo de pago de la renta; véase la solucién bajo este enfoque en el
anexo.

% Ejemplo 12

Una deuda de $127000 se liquidard mediante pagos de $8000 semestrales a efectuar-
se en forma anticipada durante 10 afios, ;cudl es la tasa de interés contratada?
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La tasa de interés buscada puede expresarse con cualquier unidad de tiempo, por
ejemplo el afio, el mes o el bimestre, entre otros. Se recomienda expresarla como
anual capitalizable por periodo de la renta, es decir, una tasa efectiva 7 por semestre.

La fecha de valuacién seleccionada serd el momento presente:

360 5
.1 .
7 80

) . .
i=——; i=— tasa efectiva semestral
360 2
180
$8000 $8000 $8000 o $8000
FV
0 1 2 19
$127000

Fv

8000 (1 +"§2 )“

8000 (1 + ’5 )"

8000 (1 + 522 )’2

127000 = 8000

1+(1+ 1—)71+(1+l’—)72+...+(1+l;)719]
2 2 2

127000 = 8000

Por ensayo y error se obtienen los siguientes valores:
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Valor actual Grifica 5.7
it (deuda) Interpolacidn lineal para calcular
0.045 130583.167 la tasa de interés del ejemplo 12
i 127000 A

0.06 122590.393

$130583 |-------3 P (0.045, 130583)

$127000

$122590

»
>

Igualando dos pendientes de la misma recta, tenemos:

127000 — 130583.167 _ 122590.393 — 130583.167
i—0.045 - 0.06 — 0.045

i*=5.1725%

Por lo tanto, la tasa de interés que permite cancelar la deuda de $127000 mediante
20 depésitos semestrales es de 5.17% nominal capitalizable semestralmente.
La tasa efectiva semestral 7 se calculard de la siguiente manera:

l'2

2
0.051725

=i
=0.02586

Si se sustituye 7% en la expresion [5.9] o [5.10] se obtiene un valor presente de
$126905.

Para aproximar este valor al verdadero, $127000, se sugiere acotar mds a la tasa no-
minal 72, de tal manera que el intervalo

0.045 < i2 < 0.06

sea mds reducido; es decir, que la diferencia (0.06 — 0.045) tienda a 0.
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El acreedor tiene la seguridad de que recu-
perard su capital, junto con los intereses.

Anualidades contingentes: La serie de pagos no
es cierta porque dependen de la realizacién
de un hecho fortuito, por ejemplo, pagos
que se realizan si ocurre o no un evento
contingente, tal como la enfermedad, la
invalidez, la jubilacién etc.; es decir, en
ellas interviene la probabilidad para que se
mantenga una condicién preestablecida
para mantener el flujo de pagos; en general
se les conoce como pensiones; para su va-
luacién se emplea la estadistica y la proba-
bilidad. Si los pagos se realizan mientras
no hay agotamiento de recursos naturales,
la anualidad recibe el nombre de perperui-
dad; la serie de pagos se realiza indefinida-
mente, sin limite de tiempo.

5.2.2 Atendiendo al momento en que se pagan
las rentas

Anualidades anticipadas: Si la serie de pagos o
rentas se efectiian al inicio de los periodos

de pago.

Anualidades vencidas: Si la serie de pagos o
rentas se efectdan al final de los periodos

de pago.

Anualidades diferidas: Puede considerarse un
caso particular de la serie de pagos vencida:
cuando la primera renta se efectda algunos
periodos después de que se formaliza la
operacién y no desde un principio. Una
anualidad diferida es aquella cuyo plazo
comienza hasta después de transcurrido un
cierto intervalo de tiempo desde el mo-
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Sucesiones y series en progresion geométrica

Se presenta este apartado porque en algunos casos
de anualidades se deben emplear estos conceptos;
aunque se aplican preferentemente al importe de los
pagos de una serie. En este texto se aplicardn para
calcular el valor de series de pago de $1 (venzas uni-
tarias); véase en el cuadro 5.1 tales valores.

Sucesiones

Una sucesidn es un conjunto de elementos en co-
rrespondencia biunivoca con el conjunto de ente-
ros positivos, en cuyo caso se llama sucesién infinita,
o con un subconjunto, S, {1,2,3,4,.....n} de los en-
teros positivos para algin entero positivo 7, en
cuyo caso se llama sucesién finita.

Los elementos de la sucesién se llaman #érminosy se
denotan por ;.

Términos #; de una sucesién:

Infinita 4y, a4y, a5, a3, ...
Finita ay, a1, ay; ... s,

El tipo de sucesiones que aparecen en la teorfa del
interés son las que tienen un comportamiento pre-
decible; es decir, los incrementos (o decrementos)
entre términos consecutivos delasucesién son cons-
tantes a lo largo de ella y se comportan en progre-
sién aritmética o geométrica. Este tipo de sucesio-
nes se asocian al comportamiento observado en el
desarrollo de anualidades.

Una sucesién finita en progresion geométrica es aque-
lla en la que cada término, después del primero, es
el producto de una constante (llamada 72zdn co-
miin) por el término precedente.

Sea: 4 primer término de la sucesién en pro-
gresion geométrica.
7 razén comin de la sucesion en progre-
sién geométrica.
7 namero de términos de la sucesién en
progresion geométrica.

Posicién del término 7-ésimo de una sucesién
en progresion geométrica

ler. 2o0. 3er. 40. L.
o J— . o n-ésimo
termino | termino | termino | termino
o t 7 t t,
a asr a-r? a-r’ aer"!

El listado de una sucesién finita en progresién
geométrica se expresa:

a, ar, ar’, ar® ... ar"”’!
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Ejercicios propuestos

1.

Una maquina se vende a plazos, con una cuota inicial de $3,000 y el saldo en 12
pagos mensuales de $1,500 cada uno, cargando 16% de interés convertible
mensualmente. Calcular €l precio de contado de la maquina: a) suponga que los pagos
son anticipados, b) suponga gue los pagos son vencidos.

Sol.: a) $17,752.85, b) $19,532.41.

. El beneficiario de un seguro recibe de parte de la compaiiia dos ofertas: a) $100,000

de contado, b) una anualidad de $11,000 por un afio durante 12 afios. Diga cudl es la
mejor oferta, y encuentre la diferencia si el interés al cua se puede invertir € dinero
es de 8% anual.

Sol.: Conviene recibir de inmediato $100,000. La diferencia es de
$17,103.14.

. Un auto cuyo valor es de $250,000.00 se adquiere con un financiamiento que consiste

en:

Enganche: 35% del precio de contado.
Plazo: 60 meses.
Tasa: 25% anua pagadera mensua mente.

¢Cud es e importe del pago mensual vencido?
Sol.: $4,769.59.

. Un préstamo de $100,000 debe extinguirse mediante pagos mensuales de $5000

durante los primeros 10 meses y por pagos de $10,500 hasta que sea necesario.
Encontrar la duracion del préstamo, s la tasa de interés es de 3.5% efectiva anual.
Sol.: 16 meses aproximadamente: 15 pagos completos de $10,500 mas un pago
complementario.

. ¢De cuanto es el crédito que se cancela con 10 rentas trimestrales vencidas de $8,500

Sl se cobra una tasa de interés de 28% nominal capitalizable bimestral-mente y la
primera renta se realiza 4 meses después de lafechainicial?

Sol.: $58,136.38.

. Calcular el tiempo necesario para que $35,000 se conviertan en $40,200 al 9.56%

anual capitalizable trimestralmente.
Sal.: 5.86 trimestres.

. Encontrar €l valor presente para €l 1 de enero de 2000 de los pagos de $ 200 que se

efectuardn cada 6 meses, y de $100 desde el 1 de julio de 2004 hasta €l 1 de enero de
2010 inclusive. Latasa de interés es de 6% capitalizable semestralmente.
Sol.: $2,189.72.

. Una deuda se extinguira mediante pagos de $20,000 que se efectuaran cada seis

meses desde € 1 de marzo de 2005 hasta €l 1 de marzo de 2007 inclusive, y
$10,000 cada 6 meses desde el 1 de junio de 2007 hasta el 1 de diciembre de ese
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10.

11.

12.

13.

14.

matematicasfinancieras

ano; la tasa de interés es de 8% para Cetes a 91 dias. Se desea sustituir esa
deuda por un pago Unico del dia de hoy, ¢cudl esla cantidad que cancelara esa
deuda?

Sol.: $89,010.60

. Al inicio de cada trimestre se invierten $400 a la tasa de 6% efectiva anual,

¢cudl es el monto delainversion al final de 5 afios?

Sol.: $9,355.11.

Se desea efectuar retiros mensuales de $4,000 cada uno mediante la inversion
de $50000 al 14% anual convertible mensualmente; el primer retiro se realiza
dentro de un mes, ¢durante cuanto tiempo se podran hacer retiros completos
por esa cantidad?, ¢de cuanto seria € pago complementario a efectuarse un
mes después del ultimo retiro completo?

Sol.: 13 retiros completos de $4,000 cada uno y un pago complementario por
$2,364.46

El precio de contado de un automovil nuevo es de $220,000 y se desea
adquirirlo mediante un enganche de $20,000, 23 pagos de $8,000 mensuales
y un pago nimero 24 que saldaria la deuda; si latasa de interés que se cobra
por €l crédito es de 18% anual capitalizable mensualmente, ¢cua seria €
importe de ese Ultimo pago?

Sol.: $64,832.48.

Para la adquisicion del automovil del gjercicio anterior, existe una alternativa de
financiamiento: un enganche de 50% y 5 pagos mensuales vencidos fijos con tasa
variable de la siguiente manera: 18% anual capitalizable mensua mente durante
los primeros 2 meses y 10 puntos porcentual es adicionales por el tiempo restante:
a) ¢cudl es el importe del pago mensual ?, b) ¢cud es el importe de los
intereses pagados por € crédito durante los dos primeros meses?

Sol.: a) $23,444.31, b) $2,974.75.

Para saldar una deuda de medio millon de pesos se efectlian pagos mensuales
vencidos de $15,000. El acreedor cobra una tasa de 10% anual capitalizable
mensualmente: determinar: a) ¢cuantos pagos se deberan redizar para
cancelar la deuda? y b) ¢cud seria e importe del pago complementario
efectuado € Ultimo pago de $15,000?

Sol.: a) 39 pagos, b) $3,208.06.

Para extinguir una deuda de $300,000 se tienen las siguientes opciones: a) un
pago inmediato de $150,000 y pagos semestrales iguales a tasa fija en un
plazo de 2 afios a la tasa de 25% que corresponde a Cetes a 28 dias; b) un
pago inmediato de $150,000, pagos fijos iguales trimestrales a un plazo de un
afo y un pago de $50,000 dentro de 6 meses; |a tasa de interés es la misma.
¢Cudl seriael importe del pago periodico en cada caso?

Sol.: a) $50,616.18, b) $30,809.83.
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21.

22.
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Se otorga un crédito por $400,000 en 12 meses mediante rentas iguales; el primer
pago debe redizarse al final del cuarto mesy latasa de interés es de 30% nominal
capitalizable mensualmente, ¢cudl es el importe del pago periddico?

Sol.: $41,993.19.

Una persona realizo las siguientes compras: hace siete meses, $5,000 a un
tasa efectiva de 10% anual para pagar hoy; hace cuatro meses, $1000 a una
tasa nominal de 8% capitalizable mensualmente para pagar hoy. Hace un mes,
$2,500 a una tasa simple de 18% para pagar hoy. El vendedor acepta invertir
estos adeudos en 2 nuevos pagarés a2 y 9 meses a partir del dia de hoy con
una tasa de interés nomina capitalizable trimestralmente de 21%, ¢qué
importe debe pagar en €l Ultimo pagaré si el primero a pagar en 2 meses debe
ser por lamitad del segundo pagaré?

Sol.: a) primer pago $3,300.06, b) segundo pago, $6,600.12.

Un banco ofrece prestar $100,000 a sus clientes distinguidos a una tasa
preferencia de 1.08% mensual. La cantidad solicitada se pagara en 5
mensualidades fijas, ¢cudl serd el importe de cada pago mensual ?

Sol.: $20,652.64.

Se adquiere maguinaria nueva por 6.5 millones de pesos mediante un pago de
contado de $150,000 y el resto en pagos mensuales durante 5 afios. El financia-
miento se pacta a tasa variable de 8% anua convertible mensua mente durante los
primeros 2 afios y de 9% convertible mensualmente durante el tiempo restan-te,
¢cudl es el importe de los pagos mensuales?

Sol.: $129,798.52

Se desea acumular un fondo durante 12 meses mediante pagos mensuales
vencidos fijos de $10,000 para tener derecho a retirar $8,000 mensuales fijos
hasta agotar €l fondo. Si € primer retiro se efectla un mes después del Ultimo
depdsito y la tasa de interés que opera en la transacciéon es de 12% anual
capitalizable mensualmente, ¢cud seria el nimero de retiros a efectuarse?

Sol.: 17 retiros mensuales de $8,000 mas un retiro complementario.

¢Cuéntos depositos anticipados mensuales fijos deberdn efectuarse para
acumular $850,000 a la tasa de 18% nominal capitalizable trimestralmente, s
el pago mensual es de $52,000?

Sal.: 14 depositos mensuales més uno complementario.

Una persona desea un préstamo por el cual puede pagar $6,000 mensuales duran-
te 2 afos efectuando el primer pago dentro de 6 meses. Si la tasa de interés es de
7% anual convertible mensualmente, ¢cuanto se le puede prestar?

Sol.: $130,169.435.

Se desea acumular $10,000 al final de un afo mediante 2 depositos de $4,800

cadauno. El primero a efectuarse hoy y € segundo 4.5 meses después, ¢cud esla
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tasa nomina pagadera mensualmente que debe pagar € banco para que €
inversionista a cance su objetivo?

Sol.: 5.02% anual capitalizable mensua mente, aproximadamente

Un préstamo de $10,000 a una tasa de interés de 3.5% efectivo anual se
liquida mediante un pago de $2,500 al término de 4 meses, seguido de 6
pagos mensualesiguales, ¢cud es el importe del pago periddico?

Sol.: $1,282.01.

Un préstamo por $500,000 se devolvera mediante 7 pagos semestrales
anticipados por $80,000 cada uno, ;cudl es la tasa de interés anual
capitalizable semestral mente que se paga por la deuda?

Sol.: 7.90796%.

¢Durante cuanto tiempo se tendran que hacer pagos fijos vencidos mensuales
de $5,000 para liquidar el financiamiento de un automovil con valor de
$250,000 y un enganche de 20% sobre el precio de contado? La tasa del
financiamiento es de 14% anual capitalizable mensua mente.

Sol.: 54 pagos completos de $5,000 y un pago complementario.

(Cual es la tasa nominal capitalizable trimestralmente que acumula $19,500
durante 5 afios mediante depositos trimestral es de $800 cada uno?

Sol.: 8.1280% anual capitalizable trimestralmente.

Se adquiere un automoévil con valor de $145000; se aporta 20% de su valor y
el resto es financiado mediante pagos mensuales fijos vencidos de $4250
durante 3 afios, ¢cud es la tasa de interés anual capitalizable mensua mente
del financia-miento?

Sol.: 18.96%.

(Cual es la tasa nominal capitalizable trimestralmente que acumula $72,250
durante 3 afios mediante depositos mensuales de $1,500?

Sol.: 19.496% anual capitalizable trimestralmente.

¢Cuéantos pagos mensuales de $3,780 cada uno, efectuados a partir de hoy, y
qué pago complementario seran necesarios para acumular $25200, si el
dinero gana un interés de 60% capitalizable mensua mente?

Sol.: 5 pagos mensuales de $3,780 y uno complementario de $3,268.77 a
efectuarse en el sexto mes.

(Durante cuanto tiempo se deben depositar $5,000 quincenales para tener
derecho a retirar 12 pagos mensuales de $3,000 vencidos fijos, si el primer retiro
se efectlia 6 meses después del Ultimo depdsito? Latasa de interés pagada durante
toda la operacion es de 17% anual capitalizable quincena mente.

Sol.: 6 depositos completos de $5,000 y un depdsito complementario de
aproximadamente $60.
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Un préstamo por $100,000 se devolvera mediante 6 pagos trimestrales
anticipados de $17,000 cada uno, ;cudl es la tasa de interés anual convertible
trimestral mente?

Sol.: 3.195%.

¢Qué tasa nominal convertible mensualmente debe pagar un bono para
acumular $50,000 durante 2 afios mediante depositos semestrales anticipados
de $12,000 cada uno?

Soal.: 3.2569% nomina capitalizable mensua mente.

167



MATEMATICAS FINANCIERAS

Conviene recordar

1. El termino anualidad no se refiere
Unicamente a serie de pagos anuales; és-
tos pueden efectuarse con cualquier otra

periodicidad.

2. El periodo de pago unitario (cuan-
do se involucran series de pagos) se re-
fiere al periodo de pago de la renta R.

3. Dara efectos de planteamiento y
cdlculo no es necesario que el periodo
de pago de la renta coincida con el pe-
riodo de pago de la tasa de interés.

4. Si se desea emplear calculadora fi-
nanciera o las funciones financieras de
Excel, si es necesario que el periodo de
pago de la renta coincida con el periodo
de pago de la tasa de interés; es decir, se
emplean sélo tasas efectivas por periodo
de pago de la renta.

5. Las rentas o anualidades unitarias se
refieren a series de pagos de $1. Los va-
lores presente y futuro de estas series
son punto central de atencién porque si
se dispusiera de ellos a diferentes tasas
de interés, bastaria multiplicarlos por la
renta R para calcular el valor presente o
futuro de la serie, por ejemplo.

6. No es necesario emplear la suma S,
de los primeros 7 términos de una serie
en progresiéon geométrica, aunque si se
emplea, se facilita el cdlculo. Sélo es ne-
cesario para encontrar el nimero 7 de

pagos de la anualidad.

7. Los valores presente o futuro de una
anualidad cambian segin se realice el
pago al principio o al final de cada pe-
riodo de pago.
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En las expresiones siguientes
la tasa de interés 7 es efectiva por
periodo de pago de la renta

Basica
para reducir las series

Si S :61(1—7”)

= T
(1-7)
Suma de los primeros 7 términos
de una serie en progresion
geométrica

Valor presente (vp) de una
anualidad unitaria vencida

VP=1+i)"'+(1+i)2+(1+i) 2+ o+ (1+i)”

Si se reduce esta serie a un niimero
con la expresién S,

1-[(1+2)"]”
VP=(1+Z')_1 %]
g 1= +d)”
=(1+4) l 1—(1+4)" ]
| 1= +8)
~ N e
(1+4)
Bdsica
VPZI—(I.JrZ')_”

z




Formulas Financieras.

Valor Futuro (VF) de una anualidad unitaria vencida.

VF=1(1+ D)+ 1+ )2+ A+ )3+ -+ 1+ D

Si se reduce esta serie a un nimero con la expresién S,

VF =1 [1+(1+i)n]

1—(1+i)?

Basica

1+)"—1
T G

l

Valor presente de una anualidad unitaria anticipada.

Valor futuro (VF)P de una anualidad unitaria anticipada.

VEF=F+1+)7'+Q+)2+Q+)3++@Q+)" D

Se reduce esta serie a un numero con la expresion S,

I ) e
1-(1+0)1 ]

VF:1[

_+p|1-Qa+n™

T+ a+d-1
a+o

Basica

VF = (1+1) [71 miChy i)_n]

Formulas Financieras.
Valor futuro
(VF) de una actualidad unitaria anticipada.
VE=1+)'+ @ +)*+@+D)3++@Q+)"
Si se reduce esta serie a un numero con la expresion S,

 [1=(1+D)"
VF =(1+1) [Tl-l—ll)

Basica

VF =(1+10) [%]

tienen un importe R

1-(1+i)~ "

VP = [ ] Vencida

VF =R [%] Vencida

1-(1+)~"
i

VP =R(1+1) [ ]Anticipada

(1+)"-1
i

VF =R(1+1) [ ]Anticipada

Nota: se sugiere solo recordar la expresion S,, que reduce
una serie geométrica; se emplea indirectamente si las
anualidades son vencidas o anticipadas y sin importar que la
tasa de interés sea efectiva por periodo de pago de la renta;
esto no ocurre con las llamadas formulas financieras
“basicas” que aparecen en los recuadros blancos.



Capitulo 6

Amortizacion

Introduccién

EL OBJETIVO DE ESTE CAPITULO ES CALCULAR, analizar ¢ interpretar el comportamien-
to de deudas de largo plazo al extinguirse gradualmente en el tiempo. Se explicard
cémo se extingue una deuda a partir de abonos a capital y pagos de intereses y se ela-
borard una tabla llamada de amortizacién. Este es un procedimiento con el cual se ex-
tingue un crédito mediante pagos o rentas generalmente iguales que incluyen una
parte del capital prestado y una parte de los intereses convenidos.

En una operacién de crédito tanto el prestamista como el prestatario estdn intere-
sados en conocer en cualquier punto en el tiempo el estado que guarda la deuda; sur-
gen asi varias preguntas: si se pagara cierta cantidad durante 30 afos, por ejemplo,
scudnto se pagard realmente por la deuda al final del plazo?; si se desea liquidar la deu-
da después de haber efectuado cierto nimero de pagos, ;cudl seria el importe del pago
tnico? Este pago tinico que cancela la deuda a una cierta fecha es el capital que se
adeuda después de realizar el pago correspondiente a ese momento, es decir, se trata
del capital insoluto.*

Asimismo estarfan interesados en conocer cudnto se ha pagado del capital prestado,
cudnto de intereses y cudl es la composicién de cada pago en lo que se refiere a capital
e interés pagado en cualquier momento. La separacién de capital e intereses en el im-
porte del pago periddico también proporciona informacién valiosa para las partes in-
volucradas en el préstamo p ~ ara propdsitos fiscales.

El instrumento empleado por las matemdticas financieras para mostrar la divisién
de cada pago en capital e intereses es la tabla de amortizacién; con ella se registra ade-
mis el capital insoluto en cualquier punto en el tiempo.

1 . .. . , . .o « 5 e ey
La palabra amortizacién proviene del latin mors, mortis que significa “muerte”, es decir, “extincién”.
2 En otras palabras, es el capital que se adeuda al principio de cada periodo de pago.
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El enfoque empleado para calcular el capital insoluto serd el prospectivo; éste calcula
el capital insoluto en el momento # como el valor presente, a esa fecha, de los pagos
que estdn por realizarse.’

Importe de la deuda

(Capital insoluto) = | Valor presente de los pagos

[6.1]

A menudo la variable desconocida en una operacién de crédito es el importe del
pago periddico o renta, éste puede calcularse porque se conoce el importe del capital
prestado —también llamado principal—, el nimero de pagos y la tasa de interés. A
partir de la determinacién de la renta R con el método prospectivo, puede construirse
la tabla de amortizacidn; en ella aparecen las siguientes variables: capital insoluto al
principio de cada periodo de pago, interés contenido en el pago, capital contenido en
el pago, y total de capital pagado.

6.1 Célculo de la renta o pago periédico
Las siguientes son las suposiciones para la construccién de una tabla de amortizacién:

i) La frecuencia de pagos se efectda a intervalos regulares de tiempo (pagos men-
suales, semestrales, etcétera).
ii) El importe del pago (o renta) es fijo e igual en cada periodo de pago.
iii) La tasa de interés es fija.
iv) El pago periédico (o renta) contiene una parte del capital prestado y una parte
de interés.
v) Los intereses devengados se calculan sobre saldos insolutos.

Notacién empleada en este capitulo:

Sea:  A: Elimporte del capital prestado llamado capizal o principal.
R: El importe del pago periédico o renta (incluye capital e intereses).
i:  La tasa de interés efectiva por periodo de pago de la renta.
n: El nimero de periodos durante los cuales se efecttan los pagos R
(también se le llama plazo de la operacion).

3 Existe otro enfoque, el retrospectivo, que considera al capital insoluto en el momento ¢ como igual al
valor acumulado de la deuda original (capital prestado) en el momento # menos el valor acumulado, a esa
misma fecha, de todos los pagos realizados hasta ese momento; como ambos enfoques son equivalentes,
no se verd el retrospectivo en el documento.
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El capital prestado o principal junto con los pagos que lo liquidardn se ubican en el
siguiente diagrama:

Figura 6.1
R R o R R
0 1 2 S n-1 n
’ f f f
Aqui se ha La tasa de interés 7 y la renta R se pagan al final de cada periodo

iniciado
la operacién
de crédito

Cabe hacer notar que el diagrama ilustra el caso de anualidades ciertas vencidas: los
pagos se efectdan al final de cada periodo de pago.

Seguir el enfoque prospectivo en la expresion [6.1] para establecer la ecuacion de va-
lor que vincule ambas series de obligaciones, implica descontar cada uno de los pagos
R ala tasa 7 durante el tiempo que les corresponda (véase figura 6.2).

La figura siguiente muestra la ubicacién de las obligaciones en el tiempo:

Figura 6.2
R R R s R Obligacién A

0 1 2 3 . 7 anos

V-l < J
R(1+14) ‘ <— Obligacién B
R(1+i)? =
R(1+i)7° =
R +4)"

.. La ecuacién de valor es:
A=RA+i)"'"+RA +i)?+..+R(1 +i)”

A=R[A+) "'+ (1 +i) 2+ ..+ (1 +4)"] [6.2]

Debe senalarse que la figura 6.2 corresponde al valor presente de una serie de pagos
vencidos. (Véase el cuadro 5.1 del capitulo 5.)
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La expresién [6.2] es una serie en progresién geométrica de razén (1 + 7)~! con n
términos por lo que su suma S, estd dada por:

S - a(l—r")
(=)

donde: 4: Primer término de la serie en progresién geométrica.
r: Razén comun de la serie.

n: Nuamero de términos de la serie.

En la expresién anterior se observa que:

a=(1+i)!
r=(1+i)"!
n=n

al aplicar este resultado a la ecuacién de valor [6.2] se tiene:

L 1-(1+4)”

Mediante unos sencillos pasos algebraicos se llega a:

A- R[W] (6.4]

i

Esta expresion relaciona el capital principal (o capital prestado A) con el valor pre-
sente de todas las rentas a efectuarse durante 7 periodos a la tasa de interés 7 efectiva
por periodo.

Con ello pueden contestarse preguntas frecuentes cuando se contratan deudas a
largo plazo; por ejemplo, si se dispone de cierta cantidad mensual para pagar una deu-
da durante 30 anos y se paga una tasa de interés especifica, ;cudl es la cantidad total
que se puede pedir hoy en préstamo? O bien, si se conociera el importe de la deuda y
la tasa de interés, ;cudl serfa el importe del pago periddico? Asimismo podria conocer-
se el importe de la deuda, la tasa de interés y el pago periédico que se estaria en posi-
bilidades de realizar; ;cudl serfa entonces el plazo de la operacién? Finalmente, se po-
dria preguntar qué tasa de interés se paga por un cierto crédito convenido a cierto
plazo y con determinado pago periédico.
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Todas estas preguntas pueden contestarse empleando la ecuacién [6.4] al despejar
la variable requerida. A continuacidn se presenta la expresion resultante para calcular
el importe del pago necesario para saldar una deuda A mediante 7 pagos periédicos fi-
jos R a una tasa de interés i efectiva por periodo:

A4
1= +4)

4

(6.5]

La expresion anterior revela la fuerte influencia de la tasa de interés en el pago pe-
riédico de un crédito: si aquélla aumenta, el importe del pago periédico aumenta; en
la expresién [6.4] puede observarse que sigue existiendo una relacién inversa entre la
tasa de interés y el valor presente (principal o capital prestado).

De ahi la recomendacién para el deudor, ante un dréstico aumento de la tasa de
interés, de cancelar la deuda mediante el pago del capital insoluto si sus recursos se lo
permiten.?

6.2 Calculo de la tabla de amortizacién

Una vez calculada la renta R —recuérdese que se estd suponiendo que es fija por todo
el plazo de la operacién, es decir, se calcula una sola vez—, puede calcularse el impor-
te de los intereses contenidos en el pago, el importe del capital contenido en el pago,
el total de capital pagado y el capital insoluto al principio del periodo, en ese orden.

La metodologia que a continuacién se presenta para calcular estos valores considera
disponer de una hoja electrénica de célculo; se opté por ella debido a que la metodo-
logfa tradicional, que emplea expresiones reducidas con series geométricas para el va-
lor presente del capital insoluto al final de cada periodo de pago, resulta impracticable
para los objetivos del presente documento.

6.2.1 Cdleulo de los intereses contenidos en el pago (1,)

Una vez obtenido el pago o renta R, los intereses /, contenidos en el pago se obtienen
al aplicar la tasa de interés efectiva por periodo de pago de la renta al capital insoluto al
principio del periodo #

4 Las expresiones [6.4] y [6.5] se las identifica como cldsicas para las anualidades vencidas y por ello se
presentan aqui; no obstante, se puede emplear directamente la ecuacién [6.2] si se deseara calcular cual-
quiera de las variables 4, R o i, no asi cuando la variable desconocida es 7, aqui debe emplearse la expre-

sién [6.4] o [6.5].
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Sea A,~ el importe del capital insoluto al principio del periodo #:°
l,=iA, parat=12,.,n

Recuérdese que los intereses se pagan al final de cada periodo.

6.2.2 Cdlculo del capital contenido en el pago (ccp)

El importe del pago a capital al final del periodo 7 se obtiene al descontar de la renta
R los intereses correspondientes:

ccp,=R—1, para t=1,2,..,n

6.2.3 Cilculo del total de capital pagado (CP)
El importe del capital pagado hasta el momento # se obtiene sumando cada uno de los

importes del capital contenido en el pago, es decir, representa el total de capital amor-
tizado:

t
CP, = chp]- para j=1,2,.., 7

6.2.4 Cdlculo del capital insoluto al principio del periodo (A,)

El capital insoluto ubicado al principio de cada periodo de pago, por definicién, se
obtiene al restar al capital insoluto del periodo inmediato anterior, el importe del ca-
pital contenido en el pago en el punto z:

A=A, _1—ccp, para t=1,2,..,n

Como previamente se ha calculado el importe del pago R, segtin la expresion [6.5],
la tabla de amortizacién quedaria como sigue:

> Obsérvese que A; corresponde al principal o capital prestado (llamado hasta ahora A).
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Cuadro 6.1

Célculos para elaborar una tabla de amortizacién

Pago (final Capital insoluto al Interés contenido  Capital contenido
del periodo #) principio del periodo en el pago en el pago Total de capital pagado
1 A ¢ I, = iA, ccpy = R—iA, ccpy = R—iA,
2 Ay=A; — cepy 1, =i4, cepy = R—iA, cepy + ccpy
n A,=A,_—ccp, I,=1A, cep, = R—iA, cepy + CChy + ... + CCP,,

El dltimo valor, el 7-ésimo, del total del capital pagado debe coincidir con el im-
porte del préstamo original A; el total de intereses pagados por el crédito se obtiene al
sumar la columna de intereses.

Para ilustrar el proceso de amortizacidn, se resolverd un caso simple en el que el pe-
riodo del pago de renta coincide con el periodo de pago de la tasa de interés.

Ejemplos resueltos del capitulo

Una deuda de $255000 serd amortizada mediante 12 pagos iguales vencidos que con-
tienen capital e interés; la tasa de interés cobrada por el crédito es de 30% anual capi-
talizable mensualmente; calcular el importe del pago mensual y calcular la tabla de
amortizacion.

Como la frecuencia del pago de la renta es mensual y también la de la tasa de interés,
la unidad de tiempo mds prictica para realizar los cdlculos es el mes; en el siguiente
diagrama se ubican las obligaciones:

6 A, corresponde al capital prestado o principal porque, segin la notacién empleada, 4, significa el ca-
pital insoluto al inicio del periodo 1; es decir, A se ubica en el momento en que se pacta el crédito, el mo-
mento cero.
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R R R R
J ! ! J
0 1 2 11 12 meses
$255000

Como latasa efectiva i mensual

expresion [6.2]:

=42 = 0.025 puede emplearse directamente la
30

$255,000 = R[(1 + 0.025)™ + (1 4 0.025)"2 + - + (1 + 0.025)'2]

El cdculo de R puede efectuarse directamente o bien empleando las

expresiones [6.3] 0[6.4]; asi, segun esta Ultima:

$ 255,000 =R

1+ (1+0.025)712

0.025
R=24859.22

El cuadro 6.2 muestralos calculos previos parallegar alatablade
amortizacion respectiva.

Cuadro 6.2

Célculo delatabla de amortizacion

Pago (final Capital insoluto al Interéscontenido  Capital contenido
del periodo t) principio del periodo en el pago en e pago Total de capital pagado
$24859 —[(0.025)
1 $255,000 0.025($255,000) | (255000)] $18,484
= 18484
_ $24,859 — [(0.025)
2 $255,000 - 18,484 0.025($236,516) |(236516)] $18,484 + 18,946 = 37,430
236516
=18,946
=A,_1CCPp_
n n-16CPn-1 I, = iA, ccp, = R —iA, | cepy + cepy + -+ + cepy
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Tabla de amortizacién del ejemplo 1

Deuda: $255000 Tasa: 30% anual capitalizable mensualmente
Plazo: 12 meses Tipo: Vencido
Pago: Mensual Pagos fijos con tasa fija: $24859.22*

de pagos  Capital insoluto

(meses) al principio del Interés Capital Total de capital

periodo periodo contenido contenido pagado
1 $255000 $6375 $18484 $18484
2 236516 5913 18946 37431
3 217569 5439 19420 56851
4 198149 4954 19905 76756
5 178244 4456 20403 97159
6 157841 3946 20913 118072
7 136928 3423 21436 139508
8 115492 2887 21972 161480
9 93520 2338 22521 184001
10 70999 1775 23084 207086
11 47914 1198 23661 230747
12 24253 606 24253 255000

Suma $43311 $255000

* Los cdlculos se realizaron con 6 decimales aunque los resultados se redondean al
peso mds cercano.

Para comprar un bien inmueble se recurre a un financiamiento que consiste en dar un
enganche de 20% del precio de contado de $300000. El resto se pagard mediante
rentas quincenales vencidas iguales que incluyen una parte del interés y una parte del
capital; el plazo es dos anos y la tasa de interés es de 18% anual capitalizable mensual-
mente. ;Cudl es el importe del pago quincenal? ;Cudl es el comportamiento de la

deuda?
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Este es un caso en que las frecuencias de pago de la tasa y de la renta no coinciden, lo
cual no debe provocar ningtn cilculo adicional porque se puede establecer la ecua-
cién de valor como se hizo en la seccién 5.4 del capitulo 5; sin embargo, se presenta
también la alternativa: se calcula una tasa equivalente cuyo periodo de capitalizacion
coincide con el periodo de pago de la renta.

Las dos series de obligaciones de las partes se ubican en el diagrama siguiente (debe
considerarse que el primer pago que se realiza en el momento de pactar la operaciéon
corresponde al enganche):

$60000 R R . R R
0 15 30 .. 705 720 dias
$300000
FV
S~ I

48 quincenas

La alternativa de cdlculo considera la fecha de valuacién como el momento pre-
sente:

a) Si se considera como unidad de tiempo el periodo de pago de la tasa de interés:

0.18 -5 0.18-% 0.18 -2
00000 = 60000 + R | [1+ 218y # (1, 9d8y oy, 018
$3 * Y360 " T360 T T 300 )
30 30 30

R =5968.59 Importe del pago quincenal a efectuarse durante dos afios en forma
vencida

b) Si se considera como unidad de tiempo al periodo de pago de la renta: el perio-

do de 15 dias.

Primero se debe encontrar la tasa de interés anual capitalizable quincenalmente,
equivalente al 18% anual pagadero mensualmente; se emplea la expresién [3.11] del
capitulo 3:
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360 360 360
- i 5 L. w 30
360 360
15 30
360
15
% = 0.007472 Tasa efectiva quincenal
15

360
i = 0.179330  Tasa anual capitalizable quincenalmente
360

equivalente a 30 = 0.18

Con esta tasa equivalente se establece la ecuacién de valor:

300000 = 60000 + R

0.179330 -2 0.179330 -2 0.179330 -4 0.179330 -2
S+ 1+ Bafley | By 4l |5
360 360 360 360
15 15 15 15

(1+

240000 = Rl(l R 0.179330 )71 . (1 R 0.179330 )72 N (1 . 0.179330 )—3 .y (1 N 0.179330 )—48}

24 24 24 24

R=$5968.59

Los resultados en a) y b) son iguales porque se emplean tasas equivalentes; para
efectos de cdlculo es mds sencilla la segunda expresién; sin embargo, se debe apreciar
que no es necesario obtener una tasa equivalente cuyo periodo unitario de pago coin-
cida con el periodo de pago de la renta para el célculo de esta Gltima cantidad; no
obstante, si se requiere cuando se calcula la tabla de amortizacién.

En la siguiente tabla se muestra el proceso de amortizacién:
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Tabla de amortizacion del g emplo 2

Deuda: $240,000 Tasa: 18% anual capitalizable mensualmente
Plazo: 48 quincenas®*  Tipo: Vencido
Pago: Quincenal Pagos fijos con tasa fija: $5,968.59*

depagos Capital insoluto

(meses)  al principio del Interés Capital Total de capital

periodo periodo contenido contenido pagado
1 $240,000 $1,793 $4,175 $4,175
2 235825 1762 4206 8382
3 231618 1731 4238 12620
4 227380 1699 4270 16889
5 223111 1667 4301 21191
6 218809 1635 4334 25524
7 214476 1603 4366 29890
8 210110 1570 4399 34289
9 205711 1537 4432 38721
10 201279 1504 4465 43185
11 196815 1471 4498 47683
12 192317 1437 4532 52215
48 5925 44 5924 240000

Suma $46,492.45 $240000

* Por razones de espacio solo se muestran en la tabla los primeros 12 pagos 'y
el dltimo; por este motivo las sumas verticales de la composicion del pago
parecerian no coincidir.

El diagrama de tiempo siguiente muestra la ubicacion del capital insoluto
durante el plazo contratado.

$10000
0 1 2 3 4 e 47 48 quincenas
T $5925
$223111
$227380
$231618
$235825
$240000
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Al observar la tabla de amortizacion del ejemplo 2 se conocen algunas de las
respuestas a preguntas frecuentes hechas tanto por acreedores como por deudores:

a) Al momento de efectuar el cuarto pago el acreedor recibe $1,699 por
concepto de intereses y el deudor abona a capital $4,270.7

b) Hasta ese momento & acreedor ha recibido por concepto de intereses la
cantidad de $6,985 (sumense los intereses del primero al cuarto mes).

¢) Al inicio de lacuarta quincena, es decir, a final de latercera quincena se ha
pagado un total de $12,620 del crédito originalmente contratado.

d) Al inicio de la cuarta quincena € deudor aln tiene la obligacion de pagar
$227380; si se deseara reestructurar la deuda en ese momento (en la tercera
guincena exactamente), €l nuevo capital objeto de la transaccién seria éste
(véasefigura 6.4).

€) El acreedor recibe por concepto de intereses durante los dos afios la cantidad
de $46,492.68. Debe observarse que |os intereses pagados en un préstamo
amortizable reciben tratamientos fiscales especificos segin haya sido €
destino del préstamo; de ahi laimportancia de identificarlos plenamente con
la construccion de la tabla de amortizacion.

En una operacién de crédito, a medida que & deudor cumple con sus
operaciones y rediza los pagos convenidos, va adquiriendo derechos sobre la
propiedad del bien, mientras que € acreedor continla siendo propietario de la
parte restante de los derechos (solo del capital insoluto).

Asi, por gijemplo, a inicio de la sexta quincena €l acreedor aln posee derechos
sobre el bien por la cantidad de $218,809 (91.17% del total del capital prestado) y el
deudor ya ha adquirido derechos sobre el 8.83% restante que equivale a $21,191.

Con d tipo de respuestas mostradas parece conveniente disponer de latabla de
amortizacion.

'S e

Suponga que se desea adquirir un automovil mediante un financiamiento directo a
un afio. El precio de contado del vehiculo es de $285,000 y el financiamiento
consiste en un enganche de 20% sobre el precio de contado con una tasa fija
nominal de 30% capitalizable mensualmente y pagos fijos mensual es.

Sélo los abonos a capital disminuyen la deuda; los intereses representan el servicio de la deuda.

Recuérdese que el final de un periodo coincide con el inicio del siguiente; asimismo, el capital
insoluto siempre esta ubicado al inicio del periodo y a partir de él se calculan los intereses.

El acreedor paga impuestos por los intereses recibidos y el deudor paga también, por ejemplo,
el impuesto a valor agregado sobre los intereses.
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a) ;Cudl es el importe del capital pagado hasta antes de realizar el sexto pago?

b) ;Cudl es el total de intereses pagados durante los primeros seis meses?

¢) ¢Cudl es el importe de los intereses y el capital contenidos en el sexto pago?

d) ;Cudl es el total de intereses pagados por el crédito?

e) Si se deseara reestructurar la deuda (ya sea para modificar el plazo o el importe
del pago mensual) después de haber realizado exactamente cinco pagos, ;cudl se-
ria el capital insoluto en ese momento?

f) ;Qué porcentaje de la propiedad del bien poseerd el deudor después de haber
realizado el quinto pago?

Constriiyase la tabla de amortizacién para responder estas preguntas.

Primero deberd calcularse el importe del pago mensual; para ello es importante iden-
tificar las obligaciones del deudor y del acreedor.

Las obligaciones del deudor son pagar el enganche y 12 pagos mensuales, mientras
que las del acreedor es entregar en este momento un bien cuyo precio de contado sea
de $285000; dichas obligaciones se ubican en el siguiente diagrama:

~—

Enganche $57000
R R R S R R
0 1 2 R 11 12 meses
$285000

Precio de contado

De acuerdo con el principio de equitatividad que dice que las obligaciones del deu-
dor y del acreedor son iguales, valuadas con una misma tasa de interés y en la misma
fecha, el resumen es:

Precio de contado = Enganche + Mensualidades

Se considerard como unidad de tiempo el mes; asi, la ecuacién de valor que permi-
te calcular el importe del pago mensual es:

$285000 = 57000 + R (1 ‘ @)_1 ‘ (1 . @)_2+ s (1 ; @)_12

12 12
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En donde
$57000 corresponde al 20% de enganche 030
i Tasa de interés por periodo de pago de la renta (mensual). Para este caso 360 = 0-025
R: Valor de los pagos fijos mensuales al contratar el financiamiento del auto
Entonces:

$228000 = R[(1 +0.025)" + (1 + 0.025)2 + ... + (1 + 0.025)"?]

$228000 = R(10.2577646)

$22227.07 = R Esel importe del pago mensual a efectuarse durante un afio
en forma vencida

Célculo de la tabla de amortizacién
Una vez calculada la renta R puede construirse la tabla de amortizacién empleando la
metodologia mostrada.

En la tabla siguiente se presenta una columna que muestra la renta fija mensual
(que para efectos de control en el cdlculo de la tabla proviene de la suma del capital y
de los intereses contenidos en el pago); asimismo, se omite la columna Total de Capi-
tal Pagado pero puede comprobarse que efectivamente se ha liquidado la deuda al fi-
nal del plazo convenido al sumarse la columna de Capital Contenido en el pago.

Tabla de amortizacién del ejemplo 3

Deuda: $228000 Tasa: 30% anual capitalizable mensualmente
Plazo: 12 meses Tipo: Vencido
Pago: Mensual Pagos fijos con tasa fija: $22227.07

de ital i

Capital insoluto

periodo  al principio del Interés Capital
(mes) periodo contenido contenido Renta o pago
1 $228000.00 $5700 $16527.06 $22227.07
2 $211472.94 $5286.82 $16940.24 $22227.07
3 $194532.69 $4863.32 $17363.75 $22227.07
4 $177168.95 $4429.22 $17797.84 $22227.07
5 $159371.10 $3984.28 $18242.79 $22,227.07
6 $141128.32 $3528.21 $18698.86 $22227.07
7 $122429.46 $3060.74 $19166.33 $22227.07
8 $103263.13 $2581.58 $19645.49 $22227.07
9 $83617.65 $2090.44 $20136.62 $22227.07
10 $63481.02 $1587.03 $20640.04 $22227.07
11 $42840.98 $1071.02 $21156.04 $22227.07
12 $21684.94 $542.12 $21684.94 $22227.07
Suma $38724.78 $228000
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Al observar latabla de amortizacion puede responderse alas preguntas planteadas:

a) Al inicio del sexto mes, es decir, a fina del quinto mes, se ha pagado un
total de $86,871.68 del crédito originalmente contratado; simense los
primeros 5 renglones de la columna Capita contenido en el pago.

b) Hasta ese momento el acreedor ha recibido por concepto de intereses la
cantidad de $24,263.64 (simense los intereses del primero al quinto mes).

¢) En el momento de efectuar el sexto pago el acreedor recibe $3,528 por
concepto de intereses y el deudor abona al capital $18,698.86.

d) El acreedor recibe por concepto de intereses durante el afio del préstamo la
cantidad de $38,724.78. Debe sefialarse que los intereses sefialados en un
préstamo amortizable reciben tratamientos fiscales especificos segin haya
sido e destino del préstamo; de ahi la importancia de identificarlos
plenamente con la construccion de la tabla de amortizacion.

€) El deudor alin tiene la obligacion de pagar $141,128.32 durante los 7 meses
restantes, es decir, € capital insoluto a principio del sexto mes seria €
nuevo capi-tal objeto de la transaccion; este capital se ubica a final del
quinto mes; el primero de los subsiguientes pagos se efectuaria a final del
sexto mes exactamente (que coincide con €l principio del séptimo mes).

f) En una operacion de crédito, a medida que € deudor cumple con sus
obligaciones, es decir, realiza los pagos convenidos, va adquiriendo derechos
sobre la pro-piedad del bien, mientras que el acreedor continla siendo
propietario de la par-te restante de los derechos (s6lo del capital insoluto). Asi,
por gemplo, al inicio del sexto mes el acreedor aln posee derechos sobre €
bien por la cantidad de $141,128 (61.89% del total del capital prestado) y el
deudor ya ha adquirido derechos sobre e 38.11% restante, que equivale a
$86,872.

Con © tipo de respuestas mostradas parece conveniente disponer de latabla de

amortizacion.

Calcular la amortizacion del crédito del ggemplo 3 considerando amortizaciones
de capital igualesy el calculo de intereses sobre saldos insolutos (a este método se
le conoce como tradicional bancario).

Solucion

El método de amortizaciones iguales significa que € importe total del crédito se
divide por € nimero de pagos para obtener € importe del pago periodico; los
intereses se siguen cal culando sobre capital es insol utos:
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Valor total del crédito
Numero de pagos

Pago periédico =

La tabla de amortizacién a 12 meses se presenta directamente: el pago mensual es
de $19000.

Debe observarse que con este método de amortizaciones iguales se paga una menor
cantidad por concepto de intereses y los pagos periédicos son decrecientes, pero los
primeros pagos superan el importe fijo obtenido con el método prospectivo.

Tabla de amortizacién del ejemplo 4

Deuda: $228000 Tasa: 30% anual capitalizable mensualmente
Plazo: 12 meses Tipo: Vencido
Pago: Mensual Pagos fijos con tasa fija: $228000/12 = $19000
Numero  Capital insoluto
de al principio del Interés Capital
periodo periodo contenido contenido Renta o pago
1 $228000 $5700 $19000 $24700
2 $209000 $5225 $19000 $24225
3 $190000 $4750 $19000 $23750
4 $171000 $4275 $19000 $23275
5 $152000 $3800 $19000 $22800
6 $133000 $3325 $19000 $22325
7 $114000 $2850 $19000 $21850
8 $95000 $2375 $19000 $21375
9 $76000 $1900 $19000 $20900
10 $57000 $1425 $19000 $20425
11 $38000 $950 $19000 $19950
12 $19000 $475 $19000 $19475
Suma $37050 $228000 $265050

Supéngase que en el ejemplo 1 se contrata la deuda a tasa variable: durante los prime-
ros 7 meses se pagard una tasa de 30% anual capitalizable mensualmente y de ahi en
adelante esta tasa aumentard 6 puntos porcentuales (pp). Calcular el importe del pago
y la tabla de amortizacién.
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Cuando se presenta el caso de deudas contratadas a tasa variable, el mds usual en la
practica, se calcula el importe del pago que permanecerd fijo durante todo el tiempo
que opera una tasa y a partir del momento de vigencia de la nueva tasa de interés se
calcula otra vez el importe del pago a partir del capital insoluto en ese momento; el
nuevo pago permanece fijo durante la vigencia de la tasa de interés nueva. De hecho
se obtienen tantas tablas de amortizacién como tasas de interés operan durante el pla-
zo de la deuda contratada.

En el siguiente diagrama se ilustra el caso (la unidad de tiempo serd el mes, asi i =
i'? es la tasa nominal capitalizable mensualmente, de tal manera que 7 = % es la tasa
efectiva mensual. Para distinguir los pagos se identificardn éstos como R, y R, calcula-
dos a las tasas 71 e i, , respectivamente):

R R R R, Ry R,
0 1 2 . 7 8 9 12 meses
$255000
FV
i7=0.30 i?=0.36

Obsérvese que el pago R, se efectiia sélo durante 7 meses y el pago R, durante 5.
Para calcular R; se supone que la tasa de interés 7;'? = 0.30 permanecerd fija durante
los 12 meses. Asi, el pago buscado corresponde al que se calculé en el ejemplo 1 cuyo
importe es de $24859.22; la tabla de amortizacién correspondiente estd representada
por los primeros 7 renglones de la nueva tabla de amortizacién.

El cambio de la tasa de interés que se produce en el séptimo mes implica calcular la
nueva renta R, a partir del capital insoluto al principio del octavo mes; véase el si-
guiente diagrama que muestra el estado de la nueva deuda:'’

Ry Ry Ry Ry R,
0 S 7 8 9 10 11 12 meses
FV T
$115492
712 =0.30 i, =0.36

036
360
30

Con la nueva tasa efectiva i = = 0.03, se establece la nueva ecuacién:

1% Debe sefalarse que el inicio del octavo mes corresponde al final del séptimo.
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$115492 = Ro[(1 +0.03) ' + (1 +0.03) * + (1+0.03)* + (1 +0.03)“ + (1 +0.03) ]
Ro=$25218.21

i112=0.30

i202= 0.36

Importe de lanueva renta con lanuevatasadeinterés i, ' = 0.36

Con esta nueva renta se continlia la construccion de una nuevatabla de
amortizacion; véase la siguiente tabla:

Tabla de amortizacion del gemplo 5

Deuda: $255000

Plazo: 12 meses
Pago: Mensual

Tasavariable: 30% anual para primeros 7 mesesy
36% anual paralosrestantes
Tipo: Vencido

Pagos fijos: $24859.22 y $25218.21

depagos Capital insoluto al Total de

(meses) principio del Interés Capital capital

periodo periodo contenido contenido Renta pagado
1 $255,000 $6,375 $18,484 | $24,859 $18, 484
2 236516 5913 18 946 24 859 37431
3 217569 5439 19420 24 859 56 851
4 198149 4954 19905 24 859 76756
5 178244 4456 20403 24 859 97 159
6 157841 3946 20913 24 859 118072
7 136928 3423 21436 24 859 139508
8 115492 3465 21753 25218 161262
9 93 739 2812 22 406 25218 183 668
10 71332 2140 23078 25218 206 746
11 48254 1448 23771 25218 230517
12 24 484 735 24 484 25218 255000

Suma $45,105 $255,000
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Grifica 6.1
Comportamiento inverso del capital
y de los intereses contenidos en el pago
en el proceso de amortizacién de una deuda (%)

A F 3
$255 00 26 24 2 20 18 16 14 2 (] o7 05 02

T HHH

74| |76| (78] |80] B2 %/Eﬁ/ BE | p1 | [93] |95| [98

T'otal de capital pagado
Renta = 100%

$18 484 —1 |

% de capital (| % del'interés
contenido contenido
en el pago en el pago

FuenTe: Tabla de amortizacién del ejemplo 5.

La suma del capital contenido del pago corresponde a la deuda original (principal).'!
La suma de los intereses pagados es igual a la diferencia entre la suma del total de pagos
(rentas) y el capital prestado ($24859.22 x 12 — 255000 = 43311). Véase ejemplo 1.

Grifica 6.2
Comportamiento inverso del capital
y de los intereses contenidos en el pago
en el proceso de amortizacién de una deuda

Capital contenido

€= cnel pago

Intereses

<«——— contenidos en
el pago

11 Este valor se obtiene directamente al observar el dltimo renglén de la columna del capital conteni-
do en el pago en la tabla de amortizacién del ejemplo 1; en algunas tablas se omite esta tltima columna
porque podria parecer redundante.
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Con el enfoque prospectivo empleado para amortizar una deuda se tiene la garantia
de que el crédito se liquida al efectuar el #-ésimo pago; en ese momento se liquida el
capital insoluto mds los intereses devengados. También permite que a medida que
transcurre el tiempo, las rentas contengan una mayor porcién del capital a amortizar
porque los intereses disminuyen al calcularse sobre el capital insoluto; aunque el pago
R es fijo, los intereses tienen un comportamiento decreciente por lo que los pagos a
capital se comportan en forma creciente (véase grifica 6.2).
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Ejercicios propuestos

1. Una deuda a 30 afos se liquida mediante pagos fijos mensuales de $15,000

calculados a la tasa de 13% anua capitalizable mensualmente: @) ¢cudl es €l
importe de la deuda?, b) si dentro de 7 afios exactamente se aplica un pago de
$75,000 directamente al capital y el nuevo capital insoluto resultante se renegocia
a una tasa de 12% anua durante el tiempo faltante, ¢cua serd el nuevo pago
mensual?, c) ¢cud es el importe de los intereses pagados por € crédito?

Sol.: a) $1°355,994.12, b) $13,238.00, c¢) $632,695.52

Composicién del pago |

NUmero de Pago fijo con
pagos Capital insoluto Interés Capital tasavariable
-
| 1 1355994.08 14689.93 310.06 15000
| g 2 1355684.01 14686.57 313.42 15000
3
I —
i 84 1314616.28 14241.67 758.32 15000
Suma 1217863.88 42136.12
—
| 85 1238857.96 849.42 13238
N
-
| ©
1l
| § 359 26085.66 260.85 12977.14 13238
i 360 13108.51 131.08 13106.91 13238
Suma 3°632,698.52 | 1°238,856.36

2. Se otorga un crédito por $400000 a 12 meses mediante rentas iguales; el primer
pago debe redlizarse a final del cuarto mesy latasa de interés es de 30% nominal
capitalizable mensualmente. Calcular € importe del pago periddico.

Sol.: $41993.18.

Numerode  Capital insoluto Composicién del pago

pagos al principio del
(meses) periodo Interés Capital Renta
1 430756.25 10768.90 31224.28 41993.18
2 399531.96 9988.29 32004.89 41993.18
11 80938.68 2023.46 39969.72 41993.18
12 40968.96 1024.22 40968.96 41993.18
Suma 73162.02 430756.25

192



Amortizacién

. Se adquiere una propiedad en $360, 000, el comprador paga $60,000 al contado y
acuerda aportar $40,000 al final de cada mes. Si la tasa de interés es de 10% efectiva
mensual, ¢cuantos pagos completos deberan realizarse y cudl sera el valor del pago
fraccionario que cancela si éste se efectia un mes después de que se realizo € dltimo
pago de $40,000? Elabore la tabla de amortizacion para responder.

Sol.: 14 pagos completos de $40,000 y uno fraccionario de $22,275.17.

Nimerode  Capital insoluto Composicion del pago

pagos al principio del Interés Capital

(mes) periodo contenido contenido
1 300000 30000 10000
2 290000 29000 11000
14 54772.87 5477.28 34522.71
15 20250.16 2025.01 20,250.17

Suma 300000

. Elabore la tabla de amortizacion para una deuda de $500000 pactada a 3 afios
mediante rentas semestrales fijas vencidas. La tasa de interés que se cobra es de 22%
nominal capitalizable cada 28 dias. @) Si se realizan cuatro pagos, ¢cud es la cantidad
con la que se puede cancelar € adeudo?, b) ¢cudl es el importe total de interés pagado
después de efectuar 1os dos primeros pagos periodicos?

Sol.: a) $204044.01, b) $108053.80.

Numerode  Capital insoluto Composicién del pago |

pagos al principio del
(meses) periodo Interés Capital
1 500000 57619.92 62357.84
2 437642.15 50433.81 69543.95
5 204044.01 23514.00 96463.77
6 107580.24 12397.53 107580.24
Suma 219,866.62 500,000

5. Un banco ofrece prestar $100,000 a sus clientes distinguidos a una tasa preferencial de
1.08% mensual. La cantidad solicitada se pagara en cinco mensualidades fijas, ¢cud

seré el importe de cada pago mensual ? Elaborar la tabla de amortizacién.

Sol.: $20,652.64.
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Composicion del pago

NUmero de
pagos Capital insoluto Interés Capital
1 100000 1080 19572.63
2 80426.53 868.61 19784.02
8] 60642.5 654.94 19997.7
4 40644.79 438.96 20213.68
5 20431.12 220.66 20431.97
Suma 100000

6. Un préstamo hipotecario por $300,000 se amortiza mediante pagos mensuales
fijos a una tasa de 12% y un enganche de 15% sobre el precio de contado: a)
¢cudl es el importe de los intereses s los plazos fueran de 20 o de 25 afios?, b)
¢cudl seria el costo del financiamiento incluyendo el enganche en cada caso?, )
S se redlizan pagos durante cinco afios y en ese momento se desea cancelar la
deuda en una sola exhibicién, ¢cudl seria el importe de ese pago en cada caso?
Sol.: a) $418,864.71; $550,716.47, b) $718,864; $850,716., c)
$233,948; $243915.

7. Elabore una tabla de amortizacion para una deuda de $100000 contratada a 5 afios con
pagos bimestrales vencidos iguales y tres pagos semestrales cada uno de ellos iguales
a importe de tres bimestralidades; la tasa de interés pactada es de 18% anual
convertible semestralmente. El primer pago semestral se realiza dentro de seis meses.

Composicion del pago |

Numer o de pagos Capital
(bimestres) insoluto I nterés Capital Renta
1 100000.00 2914.25 733.61 3647.85
2 99266.39 2892.87 754.99 3647.85
3 98511.41 2870.87 11720.55 14591.41
4 86790.86 2529.30 1118.55 3647.85
B 85672.31 2496.70 1151.15 3647.85
6 84521.16 2463.16 12128.26 14591.41
7 72392.90 2109.71 1538.15 3647.85
8 70854.76 2064.88 1582.97 3647.85
9 69271.79 2018.75 12572.66 14591.41
10 56699.13 1652.35 1995.50 3647.85
11 54703.63 1594.20 2053.65 3647.85
29 6988.74 203.67 344418 3,647.85
30 3544.56 103.3 3544.56 3647.85
Suma 100000
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8. Una deuda de $500,000 se pacta a 3 afios mediante pagos semestrales fijos vencidos;
se extingue ademas con 3 pagos anuales a efectuarse a final de cada afio; cada uno de
estos 3 pagos esigual a importe de dos semestralidades: a) ¢cual es el importe de los
pagos periddicos si latasa es de 22% nominal capitalizable cada 28 dias?, b) elabore
latabla de amortizacion.

Sol.: a) 61668.78.

b):
Nimero de
pagos
(semestres) Capital insoluto Interés Capital Renta
1 500000 57619.93 4048.86 61668.78
2 495951.14 57153.34 127853.00 185006.34
3 368098.14 42419.57 19249.21 61668.78
4 348048.94 40201.30 144805.04 185006.34
5 204043.89 23513.99 38154.79 61668.78
6 165889.10 19117.04 165889.10 185006.34
Suma 500000.00

9. Para extinguir una deuda de $150000 se paga una tasa fija de 25% que corresponde a
Cetes a 28 dias en un plazo de 2 afios con pagos semestrales fijos. Elabore latablade

amortizacion.
Sal.:
Namero de
pagos
(semestres) Capital insoluto Interés Capital Renta
1 150000 19768.50 30848.30 50616.80
2 119151 15703.00 34913.80 50616.80
3 84237 11101.70 39515.10 50616.80
4 44722 5894.00 44722 .80 50616.80
Suma 150000

10. Se adquiere un terreno por $6.5 millones mediante un pago de contado de $1.5
millonesy el resto en pagos mensuales durante 5 afios. El financiamiento se pacta
aunatasa de 8% anual convertible mensualmente los primeros dos afios y de 9%
convertible mensualmente durante el tiempo restante: a) ¢cudl es el importe de los
pagos mensuales?, b) si después de dos afios de haber contraido la deuda, €l
comprador del terreno desea traspasarla, ¢qué cantidad de dinero deberia pedir
como minimo? Considere que no hay inflacion, c) ¢cud es la transferencia de
derechos del deudor por €l crédito efectuado a final del segundo afio?

Sol.: &) $102,203.56, b) $3'952,885.44 c) 35.54%.
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Nl]merode Caplta| ComSiCi()n dd Pago

pagos (mes) insoluto Interés Capital Renta
1 57000,000 33,333.33 68,870.23 | 102,203.56
2 4'931,129.77 32,874.20 69,329.363 | 102,203.56
3 4'861,800.41] 32,412.00 69,791.56| 102,203.56
22 3'453,110.98 23,020.74 79,182.82 | 102,203.56
23 3'373,928.16 22,492.85 79,710.71 | 102,203.56
24 3'294,217.45 21,961.45 80,242.11 | 102,203.56
58 302,068.24 2,265.51 99,938.05 |102881.095
59 202,130.19 1,515.98 100,687.58 |102881.095
60 101,442.60 760.82 101,442.74 | 102,203.56
Suma $1'132,213.49  $5°000,000.00

Para saldar una deuda de medio millén de pesos se efectlan pagos mensuales
vencidos de $15,000. El acreedor cobra una tasa de 10% anual capitalizable
mensual-mente, determinar: a) jcuantos pagos de $15,000 se realizaran para
extinguir la deuda? b) ¢cud seria e importe del pago complementario
efectuado un mes después de haber realizado el ultimo pago de $15000?
Elabore unatabla de amortizacion para responder.

Sol.: a) 39 pagos, b) $ 3,208.06.

Nimerode  Capital insoluto Composicion del pago

pagos al principio del

(meses) periodo Interés Capital Renta
1 500,000.00 4,166.67 10,833.33 15,000
2 489,166.67 4,076.39 10,923.61 15,000
38 32,758.30 272.99 14,727.01 15,000
39 18,031.29 150.26 14,849.74 15,000

3,181.55 26.51 3,181.55

Suma 500,000.00

12. Un automovil con valor de $160000 se compra con un enganche de 15% y pagos

mensuales iguales durante 24 meses, con unatasa del 14 ¥4 nominal convertible
mensua mente. Cuando el deudor ha pagado 8 mensualidades renegocia su deuda
de la siguiente manera: pagos mensuales de $2000 a 17% durante el tiempo que
sea necesario hasta extinguir la deuda: a) ;cuantos pagos de $2000 deben
realizar?, b) s hubiese que realizar un pago complementario, ¢cud seria su
importe? Elabore la tabla de amortizacion para responder.

Sol.: a) 79 pagos de $2,000, b) pago complementario de $501.68.
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NUmero de
pagos Capital insoluto Interés Capital Renta
1 136,000.00 1,615.00 4,930.83 6,545.83
2 131,069.17 1,556.45 4,989.38 6,545.83
8 100,229.97 1,190.23 5,355.59 6,545.83
9 94,874.37 1,344.05 655.95 2,000.00
10 94,218.43 1,334.76 665.24 2,000.00
86 4,397.53 62.30 1,937.70 2,000.00
87 2,459.83 34.85 1,965.15 2,000.00
88 494.67 7.01 494.67 501.68
Suma 136,000.00

13. Para apreciar los beneficios que trae consigo el contratar deudas por periodos
més cortos y tasas de interés mas bgas, verifiqgue € siguiente cuadro
comparativo para una deuda de $100,000 a 10, 15, 20, 25 y 30 afios con
pagos fijos mensuales a una tasa fija de interés de 15% y de 16% anua
convertible mensua mente respectiva-mente.

NUm. de pagos

Afos (Mensuales) Renta (al 15%) Total pagado Interés
30 360 1,264.44 $455198.40 $355,198.40
25 300 1,280.83 $384,249.00 $284,249.00
20 240 1,316.78 $316,027.20 $216,027.20
15 180 1,399.58 $251,924.40 $151,924.40
10 120 1,613.34 $193,600.00 $93,600.00

NUm. de pagos

Afos (Mensuales) Renta (al 16%) Total pagado Interés
30 360 1,344.76 $484,113.60 $384,113.60
25 300 1,358.88 $407,664.00 $307,664.00
20 240 1,391.25 $333,900.00 $233,900.00
15 180 1,468.70 $264,366.00 $164,366.00
10 120 1,675.13 $201,015.60 $101,015.60
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Convienerecordar

1. Al cdcuar una tabla de
amortizacion es necesario emplear la
tasa efectiva por periodo de pago; no
sucede asi parael caculo delarentaR.

2. El tota de capital pagado debe ser
exac-tamente igual a importe de
préstamo.

3. La renta R se obtiene con
método prospectivo y en cada periodo
de pago esigua a los intereses més el
capital paga-do en ese periodo.

4. Los intereses de los primeros
pagosson mayores debido a que se
calculan

Foérmulas financieras

sobre saldos insolutos, es decir, la
deuda todavia no ha disminuido
significativamente.

5. La suma de los intereses y dd

capi-tal contenido en el pago es igual
al importe del pago periodico.

6. Los nombres de las columnas o
nimero de ellas pueden variar, pero
es importante que siempre se muestre
la composicion del pago en intereses
y capital asi como del capital que se
adeuda a final de cada periodo de
pago, el capital insoluto.

Si se empleala notacion de anualidades reducidas con series geométricas, el calculo de unatabla
de amortizacion se expresa de la siguiente manera:

Distribucion del pago
Nimero Capital insoluto al Importedel  Intereses contenidos Capital contenido
de pago principio del periodo pago periddico en e pago en el pago
1-a+H™
1 R [&] R 1-(1+0)™ A+
i
1—(1+ )~ "D
2 R [%] R 1—(1+ )~ (1+i)~V
1-1+i)~2
3 R [%] R 1-(1+i)~®2 (1+i)~®=2
— ARG
t R [1 d+ l), ] R 11— +0)~=EDI | (1 4 ) In-E-D]
i
1-(1+7! . .
n R — 5 R 1—-(A+i)? A+t
1-a+H™ 1-aQ+H™
Total R R(n [&]) R [&]
i i
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Capitulo 7

Andlisis de inversiones

Introduccién

LA ACEPTACION O EL RECHAZO DE UN PROYECTO de inversién representa, quizd, la de-
cisién mds importante que pudieran tomar los administradores financieros porque
compromete recursos en el largo plazo que pudieran afectar las operaciones de la em-
presa. La toma de decisiones basada en la aplicacién incorrecta de la técnica que com-
para en el tiempo los flujos esperados de efectivo puede poner en peligro la viabilidad
financiera de la empresa.

El objetivo de este capitulo es conocer y aplicar dos métodos y sus respectivos cri-
terios de decisién, para evaluar y seleccionar alternativas de inversién financiera por
medio de los descuentos de sus flujos de efectivo esperados. Se explican dos de los
métodos mds poderosos para evaluar alternativas de inversién: los basados en la técni-
ca de flujos de efectivo descontados,' tales como el valor presente neto (vpN), o valor
actual neto (VAN), y la tasa interna de rendimiento (TIR). Su fortaleza radica en que los
flujos de efectivo del proyecto pueden ser variables en el tiempo y pueden efectuarse
en intervalos no uniformes. Los flujos de efectivo pueden ser positivos (cuando exis-
ten ingresos), negativos (cuando hay egresos) o incluso de cero (cuando no hay ingre-
sos pero tampoco egresos). Todos los flujos de efectivo ocurren en forma vencida
anual excepto que se precise de otra forma.

Se trabajard con proyectos mutuamente excluyentes® y con flujos de efectivo con-
vencionales y no convencionales,® los cuales generan tasas internas de rendimiento

! Debe sefalarse que cuando se habla de descontar flujos de efectivo, se descuentan con una tasa de
interés —rendimiento—, aunque se hable como si fuera “tasa de descuento”, pero no es tal.

2 Como clasificacion de proyectos mutuamente excluyentes se conoce a los proyectos cuya aceptacién im-
plica la exclusién de cualquier otra alternativa aun cuando sean aceptables. Para informacién sobre la cla-
sificacién completa, los llamados proyectos independientes y contingentes, véase Moyer, R. Charles, Mc-
Guigan, James R. y Kretlow William J., Administracién financiera contempordnea, International Thomson
Editores, México, 1998.

® Los proyectos de inversién que exhiben un patrén convencional de flujos de efectivo presentan un
fuerte flujo de salida al inicio y/o al final de su vida. Los proyectos de inversién con patrones no conven-
cionales de flujos de efectivo son los que presentan salidas de efectivo en uno o més periodos al inicio de
la vida del proyecto, seguidos de entradas de efectivo durante el tiempo restante.
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tnicas o multiples, respectivamente; si éste es el caso, debe recurrirse a un método de
aproximaciones sucesivas como el de interpolacién lineal, visto en el capitulo 5; el no
disponer de fuentes que expliquen este método para el cdlculo de la TIR, limita fuerte-

mente al estudioso de la evaluacién de proyectos de inversién.*

7.1 Método del valor presente neto (VPN)

El vpN de un proyecto de inversion es la diferencia entre el valor presente de los flujos
de efectivo y la inversién inicial calculada con la tasa que se debe pagar por el finan-
ciamiento:

VPN = Valor presente de los flujos de efectivo — Inversién inicial [7.1]

Los flujos de efectivo se descuentan con la tasa de rendimiento que la compafiia
paga por el financiamiento, es decir, el costo del capital en el que incurre la empresa.

SeaF;: Flujo de efectivo esperado por un proyecto de inversién en el periodo 7.
i: Tasa interna de rendimiento del proyecto.
Iy: Inversién inicial o costo del proyecto.
n: Numero de periodos de tiempo en los cuales ocurren los flujos F,.

En el siguiente diagrama se ubican ambas obligaciones del proyecto (los flujos de
entrada y de salida); se supone que sé6lo existe el costo inicial o descuento tnico y los
sucesivos flujos de ingreso. No necesariamente existe en cada punto en el tiempo al-
gun ingreso:

F F, F, E Flujos de entrada

" (ingresos esperados)

0 1 2 3 n periodos
F
Flujo de salida
0 egreso

f

FV

% Sin 4nimo exhaustivo se citan las siguientes obras que hacen referencia a la TIR, pero no a la técnica
para obtenerla: Charles Moyer ¢t 4l., op. cit.; ]. Fred Weston y Eugene E Brigham, Fundamentos de admi-
nistracion financiera, McGraw-Hill Interamericana, México, 2001; Stephen A. Ross y Jaffrey Randolph
W. Jaffe, Finanzas corporativas, Irwin-McGraw-Hill, México, 1996.
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Obsérvese que los flujos de efectivo (o pagos) se efecttian al final del periodo; esto
es una convencién en el andlisis de flujos de efectivo y asi debe suponerse a menos
que claramente se especifique de otra forma.

Con base en la definicién del van (o vpPN) sefialada en la expresién [7.1]:

VPN=F(Q+i)'+FFQ+i)?+..+F,(1+i)"-F, [7.2]

Si I es el valor de la inversién (o desembolso inicial), es decir F, = 1, la expresién
anterior se convierte en:’

VPN=), 6 "t _], [7.3]

El criterio para decidir respecto a la eleccién del proyecto es:

SivPN = 0 Aceptar el proyecto

SivPN <0  No aceptar el proyecto [7.4]

Si el ven (o vAN) de un proyecto es positivo, se interpretard como un aumento en
la riqueza de la compafiia; es decir, el valor de la empresa se incrementa en una canti-
dad igual al importe del vpN. Si el vpN es cero, significa que los flujos de efectivo del
proyecto son suficientes para recuperar la inversién realizada.

Con este método se entiende que la tasa de rendimiento minima es aquella con la
que los inversionistas obtendrdn beneficios siempre y cuando los flujos de efectivo se
reinviertan con dicha tasa, que es con la que se obtuvo el financiamiento, es decir, el
costo de capital.

'S e

Una empresa tiene una alternativa de inversién: un proyecto consiste en adquirir ma-
quinaria en $6000000 con la que se espera mejorar el proceso de produccidn; el se-
gundo proyecto le significa a la empresa un desembolso de $8000000, con lo que po-
drd reemplazar toda la maquinaria utilizada en la produccién. Para cualquier proyecto
se usard financiamiento al 22% anual.

> La expresién [7.4] también puede representarse como VPN = 2 FQ +i)y' -1,
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Los flujos futuros de efectivo esperados para ambos proyectos son los siguientes:®

Periodo Flujos de efectivo
(anos) Proyectos

A B
0 - $6000 — $8000
1 2000 1100
2 2400 1800
3 2600 2500
4 2800 3800
5 2200 4400

¢Cudl proyecto debe seleccionarse, de tal forma que la empresa obtenga la mayor
rentabilidad?
Los flujos de efectivo y su valor presente neto para cada proyecto son:

Proyecto A:
/\ $2200
$2800
$2600
$2400
$2000 T T
0 1 2 3 4 5 Periodos
$6000 anuales
Inversién anual
FV

El valor presente neto del proyecto A es, de acuerdo con la expresion [7.3]:

VPN =2000(1 + 0.22)"" + 2400 (1 + 0.22)"2 + 2600 (1 + 0.22)3 +
2800 (1 +0.22)~% + 2200 (1 + 0.22)° — 6000 = 761.567 mdp. [7.5]

© Las cifras se expresan en miles de pesos (mdp).
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Proyecto B:
O\ $4400
$3800
$2500
$1800
$1100 T
0 1 2 3 4 5 periodos
$8000 anuales
Inversién anual
FV

VPN =1100(1 +0.22)7" + 1800 (1 + 0.22)= + 2500 (1 + 0.22) +
3800 (1 + 0.22)~* + 4400 (1 + 0.22)> - 8000 = 1168.93 mdp. [7.6]

El valor presente neto del proyecto A resulté positivo, con ello se deduce que gene-
rarfa mds efectivo del necesario para reembolsar la deuda y proporcionar rendimientos
a los accionistas. El valor presente neto del segundo proyecto fue negativo, por lo cual
no se cumpliria con lo mencionado y por lo tanto, en este caso, la mejor decisién seria
aceptar el proyecto de inversién A porque es razonable esperar que contribuya en el
incremento de la riqueza de la compafia en $761567; mientras que el proyecto B
produciria pérdidas.

A continuacién se empleard otro criterio de decisién para seleccionar proyectos de
inversién; en ¢él se expresard en términos porcentuales la magnitud del cambio en la
riqueza de la compafifa.

7.2 Método de la tasa interna de rendimiento (TIR)

La tasa interna de rendimiento (o retorno) es la tasa de rendimiento que la empresa
espera obtener si decide llevar a cabo el proyecto. También se define como la tasa que
iguala a cero la diferencia de los valores presente de los ingresos esperados y de sus
costos; o bien se le puede interpretar como la tasa de rendimiento con la que el valor
presente neto es igual a cero. Esto significa que la expresién [7.3] se convierte en:

F,
0= ] .
;(1+i)’ 0 771
-~ F
Iy = £ .8
0 Z;(l+i)Z 7.8]
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Para decidir si el proyecto se acepta por su rentabilidad, se debe comparar la TIR
con la tasa de costo de los fondos que se emplearon para financiar el proyecto; supdn-
gase ésta como 4, es decir, el costo de capital.

SilaTiR = Costo de capital (), acéptese el proyecto
SilaTirR < Costo de capital (£), no se acepte

Debido a que los flujos futuros de entrada son estimados, la TIR del proyecto se in-
terpreta como una rasa esperada de rendimiento; si ésta es mayor o igual que el costo
de capital 4, se genera un superdvit después de que se hubiese pagado el capital em-
pleado para financiar el proyecto; la empresa tiene la oportunidad de reinvertir sus
flujos de efectivo segtin la TIR del proyecto; de ahi que la decision seria aceptar el pro-
yecto y rechazarlo en caso contrario.

Para encontrar la TIR bastarfa con calcular la solucién del polinomio en la expre-
sioén [7.2]. Gréficamente la TIR se ubica en el punto en que se intercepta la curva del
valor presente neto con el eje de las abscisas:

Grifica 7.1
Perfil del veN cuando existe
un fuerte desembolso inicial

VPN A

TIR

»
>

Costo de
capital (k)

Debe observarse que el polinomio en la expresién [7.2] es de grado #, por lo tanto
posee 7 raices diferentes’ (o también llamadas soluciones del polinomio), algunas de
ellas son imaginarias; lo anterior significa que cuando se desea evaluar la rentabilidad
de un proyecto de inversién mediante el cdlculo y la comparacién de la TIR, se puede

7 La expresién [7.2] tiene la forma polinomial £ x + Fox® + + F52 + ... + F,x" = 0.
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llegar a mds de un valor para la tasa buscada. Graficamente significa que el valor pre-
sente neto de los flujos (de entrada y salida) cruza varias veces el eje de las abscisas, de
ahi la multiplicidad de raices.
Grifica 7.2
Perfil del veN cuando existe
mds de un desembolso inicial

VPN

TIR

/ Costo de

TIR Capital (k)

Se observa que el perfil del valor presente neto es tal que cruza més de dos veces al
eje de las abscisas; es decir, existen tres tasas internas de rendimiento para el proyecto
que satisfacen la ecuacién [7.7], sin embargo la TIR correcta es la que excede al costo
de capital.

La posibilidad de encontrar multiples valores (reales o imaginarios) para la TIR se
presenta cuando hay interrupcién en la direccidon de los flujos del proyecto, esto es,
cuando se produce mds de un egreso en periodos no consecutivos durante la vida del
proyecto. Si este es el caso, es mds dificil elegir el mejor proyecto de inversién median-
te la aplicacién del criterio de la TIR.

A continuacidn se aplica esta técnica para resolver el ejemplo mostrado al aplicar el ven.

El valor presente neto de los flujos de entrada y salida de TIR, 7, para cada proyecto
es, segtin la expresion [7.2] y a partir de los datos del cuadro 7.1:

Proyecto A

2000 (1 + )" +2400(1 + )2 +2600(1 +44)+2800(1 + ;)% +2200(1 +7,)°—6000=0 [7.9]

Proyecto B

1100(1 +ig)" + 1800 (1 + ig)2 + 2500 (1 + i5)~> + 3800 (1 + ig)~* + 4400 (1 + i,)° — 8000 =0 [7.10]
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El célculo del vpN y de su perfil aparecen en el cuadro 7.1 y la grifica 7.3, respecti-

vamente.
Cuadro 7.1
VPN para los proyectos Ay B
con diferentes tasas de interés
Tasa de Valor presente
a...9 neto
rendimiento
Proyectos
A B
5% $ 4354.93 $ 3413.65
10% 3033.54 1693.40
15% 1958.12 321.61
20% 1072.40 —785.75
25% 334.98 -1689.73
30% -285.11 —-2435.31
35% -811.28 -3056.11
40% -1261.50 -3577.56
45% -1649.71 -4019.13
50% -1986.83 -4395.88
55% —2281.52 —4719.60
Grifica 7.3
Perfil del vpN para los proyectos de inversién A y B
VPN
5000
4000
zggg \ K Proyecto A
1000
_1002 005 010 015 03 038 TU35—040 045 050
2000 Tasas de inversién
3000 k
4000
-5000 Proyecto B
6000
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La TIR de cada proyecto, o tasa de rendimiento que descuenta los flujos de efectivo
para cada proyecto, es la raiz del polinomio expresado en la expresién [7.9] y [7.10];
grificamente es el punto de interseccién de la curva del valor presente neto de los flu-
jos de entrada y salida con el eje de las abscisas; en la grafica 7.3 se observa que la TIR
para el proyecto A debe estar entre 25 y 30%, mientras que para el B entre 15 y 20%
aproximadamente. En el ejemplo, es obvio que el mejor proyecto es el A —decision
que también deberfa adoptarse con base en la magnitud del valor presente neto—s; sin
embargo, para conocer con una mayor exactitud los valores correspondientes, se em-
pleard un método de aproximaciones sucesivas que supone una relacién lineal entre la
tasa de rendimiento y el valor presente neto; a éste se le conoce como mérodo de inter-
polacién lineal. El método proporciona un valor muy cercano a la tasa interna de ren-
dimiento que produce que las expresiones [7.9] y [7.10] se aproximen a cero con un
nivel de error de diezmilésimos de punto. Una vez calculadas ambas tasas, se aplicard
la regla de decisién para seleccionar aquel proyecto que sea mds rentable para la com-
pania.

Unicamente se ilustra la interpolacion para el proyecto A; el lector puede hacer lo
mismo para el proyecto B.

Para encontrar la tasa interna de rendimiento del proyecto A, puede interpolarse li-
nealmente con las tasas de 25 y 30% puesto que la gréfica senala que ése es el interva-
lo donde se encuentra la TIR.

Como dos puntos estdn sobre la recta, P; (0.25, 334.98), P, (0.30, —285.11), y un
tercero bajo la suposicién de linealidad, el punto P (7, 0) estd en la abscisa, se calculan
e igualan dos pendientes con esos puntos (se debe cuidar que sélo se emplee una vez
el punto cuya abscisa contiene a la TIR buscada) y se despeja la tasa interna de rendi-
miento del proyecto.®

Los valores del vPN que acotan a la TIR del proyecto A, segin el cuadro 7.2, son los
generados por las tasas de 25 y 30%, respectivamente; la grafica 7.4 muestra el enfo-
que del método de interpolacién lineal.

8 Recuerde que la pendiente de una recta es la misma para cualquier pareja de puntos que estén so-

bre ella.
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Griéfica 7.4
Interpolacidn lineal
para el cdlculo de la TIR del ejemplo 1

VPN y

$334.98

\ /

i%

—$285.11  |-----omemomome ool :

—285.11 - 334.98 0 —334.98
030-025  4-0.25

Por lo tanto =

i=0.2759 LaTiResde27.5% anual.

La TIR para el proyecto B se encuentra entre 15 y 20%, respectivamente; ésta se
encuentra con la igualacién de pendientes.

—785.75-321.61 _0-321.61
0.15-020 4 -0.20

Por lo tanto la TIR del proyecto B es de 16.347%; como la regla de decisién es ele-
gir el proyecto cuyo TIR sea mds grande que el costo de capital, en este caso de 22%,
debe elegirse el proyecto A.

Analice el perfil del ven de los siguientes dos proyectos de inversién cuya vida es de
5 afnos cada uno y la tasa de financiamiento de 6% anual. Véase el siguiente cuadro.’

? Obsérvese que debié calcularse el vpN a partir de la ecuacién [7.2] o [7.3].
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Valor presente neto

rendimiento* A B
4% 64850.23 5579
5% 58121.22 49778
6% 51680.01 44083
7% 45510.86 38689
8% 39599.05 33580
9% 33930.82 28737
10% 28493.27 24147
11% 23274.34 19794
12% 18262.69 15665
13% 13447.72 11747
14% 8819.45 8028
15% 4368.53 4498
16% 86.15 1146
17% -4035.96 -2037
18% —-8005.69 -50062
19% —11830.08 -8612
20% -15516.33 -10667

* Con ellas se descuentan los flujos al emplear la expresién [7.3].

Si se grafica el VPN, se aprecia mejor su comportamiento a diferentes tasas de interés
con las que se descuentan los flujos de efectivo. El punto en el que cruzan las curvas
del vpN de cada proyecto con el ¢je de las abscisas, es la solucion de las respectivas
ecuaciones VPN = 0; por lo tanto, con una simple observacién de la grafica 7.5, se verd
que la TIR de ambos proyectos estd situada entre 16 y 17%, respectivamente. Cual-
quiera que sea el valor exacto de la TIR, supera ampliamente el costo de financiamien-
to de 6%; ambos proyectos son rentables.
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Grifica 7.5
Perfil del veN para los proyectos
de inversi6én del ejemplo 2

70000 —
60000+ <— Proyecto A
50000
40000
30000
20000 —

Proyecto B
10000

0 T T T T T T U 7 T
0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 : 0.2
—10000

—20000 — Costo del financiamiento

Para seleccionar el proyecto con base en el criterio de decisién basado en la TIR,
ésta debe superar a la tasa de costo de los fondos (en este caso de 6%); ambos proyec-
tos son rentables.

No obstante estos valores, si se sabe que el costo del financiamiento es de 6%, sson
rentables los proyectos?

Como el valor presente de todos los flujos de efectivo descontados al 6% son posi-
tivos, $51680 y $40083 para los proyectos A y B, respectivamente, ambos proyectos
también son rentables a la luz de este criterio de decisién.

Por otro lado, en la grifica se observa que a tasas bajas, el proyecto A tiene un veN
mds alto, y cuando la tasa rebasa 16%, el proyecto B lo supera; ;cudl serd la tasa de fi-
nanciamiento que harfa que ambos proyectos fuesen igual de atractivos?, es decir,
scudl es el punto de indiferencia?

Si se igualan las respectivas ecuaciones del VPN y se resuelve para 7, se encontrard
ese punto; en la siguiente expresién, F'y F# son los flujos de cada proyecto:'

10 Esta comparacién se puede hacer porque ambos proyectos tienen la misma duracién.
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Para resolver esta situacién, se iguala a cero:
5 5
B
F

F_A_ A _ _[.B) =
;(I:i)’ o (;:1(1”')’ [O) 0

¢<No es esta la definicién de TIR? Si se resolviera esta ecuacién, se encontraria esa
tasa de indiferencia en la que ninguno de los dos proyectos es mejor que otro, porque
ambos son igualmente atractivos desde el punto de vista financiero.

Por ultimo, debe senalarse que los métodos del vPN y TIR producen los mismos re-
sultados (aceptacién o rechazo) para el caso de proyectos independientes;'' no ocurre
siempre asi en el caso de proyectos mutuamente excluyentes. Se recomienda en esta
situacion guiarse por el criterio del ven.

El enfoque del vpN supone flujos de efectivo que pueden ser reinvertidos al costo
del capital, mientras que el enfoque de la TIR supone que la reinversion se realiza (por
lo general) a una tasa interna de rendimiento mayor. También debe destacarse que
ambos enfoques suponen flujos futuros esperados, de ahi que la precisién en su estima-
cién influya grandemente al emplear las técnicas vistas para seleccionar proyectos de
inversién.

! Los proyectos independientes son aquellos en los que los flujos de efectivo no se ven afectados por
las decisiones que se toman en otros proyectos.
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Ejercicios propuestos

1. La empresa Torres, S. A. desea participar en la licitacién de un contrato del que se
esperan los siguientes flujos de efectivo netos después de impuestos al final de
cada afo:

Flujo de

Afo efectivo neto

1 5000
10000
12000
—4000
8000
6000
2500
—-1700

(N |\ |\ o

Para obtener dicho contrato, la empresa debe gastar $15000 en el mantenimiento
de la maquinaria. La compania puede invertir su dinero y mantener un rendi-
miento anual de 12%: a) calcule el valor presente neto del proyecto, b) calcule la
tasa interna de rendimiento, c) ses aceptable este proyecto?

Sol.: a) $11458.99, b) 37.77%, c) si es aceptable este proyecto.

2. a) ;Cudl seria la tasa interna de rendimiento (TIR) para una inversién de $93000
con los dos siguientes flujos alternativos de efectivo comparables con un rendi-
miento anual de 15%? y b) ;qué alternativa resulta mds conveniente para la em-
presa de acuerdo al vpn?

Alternativa Afo 1 Afo 2 Afo 3 Afo 4 Afo 5
X 25000 37000 20000 32000 39000
¥ 20000 30000 27000 37000 42000

«_»

Sol.: a) 18.22% para la alternativa “x” y 17.74% para la alternativa “y”, b) la al-
ternativa “x” es la mejor porque genera mds ganancias (VPN x = $7553 y VPN y =

$6865).
. Una companfa analiza la inversién en una nueva linea de mdquinas comerciales.

El desembolso inicial requerido es de $35 millones; el costo de capital es del 18%
anual. Los flujos de efectivo esperados son los siguientes:
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Afio  Flujo deéefectivo neto

1 5000000
2 8000000
3 5000000
4 6000000
5 9000000
6 8000000
7 4000000

a) Calcular e valor presente neto, b) calcule la TIR, ¢) calcule € indice de rentabilidad del
proyecto.
Sol.: a) — $10°726,213.00, b) 6.30%, ¢) 0.69.

4. A laempresa G2, S. A., le ofrecen un préstamo al 18% convertible anualmente para financiar la compra

de una maquina nueva de impresion cuyo precio es de $90000 y se estima que producira los siguientes
ahorros en | os proximos siete afios:

Finaldeaio Afol Afo2 Afo3 Afo4 Anfo5 Afic6 Afio7

Ahorros 40000 | 36000 | 32000 | 28000 | 24000 [ 16000 | 20000

a) ¢Cud esel VNP?, b) ¢(Cud eslaTIR?
Sol.: a) $26,367, b) 29.67%
5. Calcular latasainterna de retorno (TIR) para una inversion de $180,000 con los siguientes flujos de
efectivo:

Afio Alternativa A Alternativa B
1 70000 80000
2 40000 60 000
3 50000 20000
4 60000 90000

Sol.: 8.83% y 14.87% paralas dternativas A y B, respectivamente.
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6. Una compafiia desea participar en lalicitacion de un contrato del que se esperan los siguientes flujos
de efectivo netos después de impuestos d final de cada afio.

Afio Flujo de efectivo neto

$60,000

$90,000

$70,000

$90,000

$80,000

$60,000

$90,000

Nl |l B>l W|IDN]|PE

—$20,000

Para obtener € contrato, la compafiia debe gastar $400,000 en la mecanizacion de su planta. Esta
mecanizacion carecera de valor de rescate a cabo de 8 afios. La compafia dispone de aternativas de
inversién comparables con un rendimiento anua compuesto de 15%. El incentivo fiscal derivado de
la depreciacion de la mecanizacion se reflgja en los flujos de efectivo netos que aparecen en latabla:
a) ¢cud esd valor presente neto del proyecto?, b) ¢l proyecto es aceptable?

Sol.: a) $ — 89,279, b) no es aceptable el proyecto.

Una compaiia aseguradora debe escoger entre dos inversiones; cada una costaria $15000 y

producirialos siguientes flujos de efectivo a fina de cada afio:

Afo 1 2 3 4 5
Proyecto A 1000 2000 3000 4000 5000
Proyecto B 6000 5000 4000 3000 2000

a) Cacular €l VPN para cada proyecto a unatasade 10% anual, b) calcular la TIR para cada
proyecto.
Sol.: @) VPN, = —$4,357 y VPN, = $882 b) y TIRg = cero (0) y TIRg = 12.75%

214



ANALISISDEINVERSIONES

Conviene recordar

1. Cuando se habla de tasa de descuen-
to en los proyectos de inversién en reali-
dad se habla de una zasa de interés con la
que se descuentan los flujos de efectivo;
quizd esto haya provocado el uso gene-
ralizado del término y erréneo desde el
punto de vista formal.

2. La tasa interna de rendimiento es una
medida estadistica a la que todo adminis-
trador recurre para justificar su requeri-
miento de fondos o cuando desea cono-
cer las bondades de un proyecto; como
no se considera la tasa de interés del mer-
cado sino sélo la cantidad y secuencia del
flujo de efectivo respecto al costo del pro-
yecto, de ahi la palabra interna.

3. La TIR es la tasa de interés con la
que se asume se reinvertirdn los flujos
esperados de ingresos; si fuese inferior,
entonces la TIR resultante también seria
inferior a la estimada inicialmente.
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4. Si hubiera necesidad de mds desem-
bolsos durante la vida del proyecto, es
probable que la ecuacién para el cdlculo
de la TIR tuviese mdltiples soluciones
—o multiplicidad de raices, incluso
imaginarias— y debiera recurrirse a mé-
todos mds sofisticados de matemdticas
avanzadas para encontrar las raices rea-
les que interesan.

Se recomienda siempre graficar el
perfil del ven del proyecto y seleccionar
s6lo los puntos que cruzan a la abscisa
para emplear la interpolacién lineal vis-
ta en el capitulo 5.

5. La técnica del vpN considera la tasa
de descuento (de interés) del mercado y
si afecta la decisién final al seleccionar
un proyecto.

6. El valor resultante del céleulo del
VPN es una cantidad en dinero que pue-
de ser positiva o negativa.
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Férmulas financieras

Valor presente neto (vPN) con flujos
de efectivos consecutivos

Basica

VPN=F(1+i)'"+ (1 +i)?+ ..+ F,(1+i)" =1,

o también

Basica
n

F
VPN=) —t _
; (1+:2)

Para calcular la TIR (empleando
interpolacién lineal)

Basica

0=FQ+i)"+FQ+i)?+..+F,(+i)y"=1

Nota: no se recomienda recordar ninguna ex-
presién en particular; el lector debe ser capaz de
plantear la ecuacién de valor respectiva y resol-
verla algebraicamente para obtener la variable re-
querida.

La recomendacién obedece a que los flujos de
efectivo pueden tener patrones convencionales
(en cuyo caso si se podrian utilizar las expresio-
nes algebraicas de este capitulo) o patrones no
convencionales (en cuyo caso no serfa posible).
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Capitulo 8

Bonos

Introduccién

CUANDO LAS EMPRESAS O LOS GOBIERNOS NECESITAN FINANCIAR Sus proyectos mds
alld de la cantidad que les permiten sus presupuestos anuales, recurren a préstamos
para hacerse de fondos. Si deciden endeudarse en el largo plazo con el publico inver-
sionista, se obligan a compartir las ganancias futuras de la empresa o de la entidad gu-
bernamental. El instrumento que emplean esas entidades para allegarse de recursos
del publico inversionista se denomina bono.

Un bono representa para el emisor la obligacién de pagar en el largo plazo el capi-
tal prestado en una fecha especifica y ademds pagar intereses periddicos durante la
vida del bono hasta la fecha de su vencimiento.

El objetivo de este capitulo es aplicar la teoria de anualidades a titulos de deuda
—series de obligaciones— emitidas por empresas privadas y por el gobierno para cal-
cular el precio de compra-venta e identificar si el bono se compré con prima o con
descuento.

Definiciones de bono

Obligacién financiera (certificado de deuda) o promesa de pago
futuro documentado en un papel y que determina el monto, pla-
zo, moneda y sucesion de pagos.

Titulos de deuda emitidos por una empresa o por un Estado; en
ellos se especifica el monto a devolver en un determinado plazo,
asi como las amortizaciones, los intereses periédicos y otras obli-
gaciones del emisor.
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8.1 Valores importantes que aparecen en la cardtula de un bono
Un bono especifica en su cardtula las siguientes variables:

i) El valor nominal (lamado denominacién o valor de cardtula), que es la canti-
dad de dinero que se pagard en su vencimiento; generalmente es un valor mul-
tiplo de 100 unidades monetarias.

ii) La fecha de maduracion, o fecha de vencimiento, en la que se devolverd al in-
versionista el capital que presté a la entidad que emiti6 los bonos.

iii) La tasa de rendimiento periédico del bono (o zasa cupdn), que se paga a lo lar-
go de la vida del bono; esta tasa cupén es la tasa garantizada por el emisor para
el pago de intereses, también llamados dividendos.

iv) El valor de redencion, que es la cantidad que promete pagar el emisor al inver-
sionista en la fecha de redencién del bono.

A manera de ejemplo, véase la figura 8.3.

La tasa de retorno (tasa yield) que se obtiene del bono basado en el precio que se
pagé y el pago de intereses que se reciben desde la compra, mds el valor de reden-
cién (o valor al vencimiento) puede ser menor o mayor al precio de compra del bo-
no.!

Cuando un inversionista compra un bono, le estd prestando dinero a una empresa,
a un gobierno o a una entidad gubernamental, llamados emisores del bono.

En retorno a este préstamo el emisor promete pagarle al inversionista una tasa de
interés durante la vida del bono para que el capital sea reinvertido a esa tasa mientras
llega la fecha de vencimiento (maduracion); el banco se constituye en una fuente con-
fiable de ingresos fijos para el inversionista (véase figura 8.1).

Si el inversionista compra el bono en la fecha de emisién, puede comprarlo con un
valor cercano o igual al valor nominal y puede conservarlo o no hasta la fecha de ven-
cimiento; si no lo conservara, podria venderlo al precio negociado en el mercado. El
precio depende de qué tan atractiva sea la tasa de rendimiento del bono: si paga altos
dividendos resulta muy atractiva para el inversionista y provocard que el precio del
bono aumente y se pague con una prima; si el pago de dividendos es bajo, puede no
ser atractiva esta inversién, de tal manera que su precio baje y se venda a descuento
(véanse las relaciones expresadas en [8.3] y [8.4]).

! Se dice que bdsicamente hay dos tipos de yield para bonos: yield ordinario y yield de maduracion. El
tipo que se empleard en este documento es el de maduracién porque permite comparar bonos con dife-
rente tasa cupdn y fecha de vencimiento.
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Si el bono se vende a un precio superior al de su valor nominal, se dice que se ven-
de sobre par; si se vende a un precio inferior, se dice que se vende bajo par; si se vende
al mismo precio que su valor nominal, se dice que se vende  la par.

Si el inversionista paga una cantidad inferior, igual o superior a la que recibird en la
fecha de vencimiento de la obligacién, ;contradice la suposicién de que el dinero
siempre debe estar produciendo mds dinero en el tiempo? La respuesta es no, porque
el emisor garantiza, ademds, el pago de intereses periddicos durante toda la vida del
bono a una tasa que especifica en el documento, la zsa cupdn; esta garantia de ingreso
futuro resulta atractiva financieramente para los planes de retiro de los trabajadores
porque la maduracién del bono es de largo plazo: hasta 5 afios, desde 5 y hasta 10, o
entre 10 y 30 afos. En el cuadro 8.1 se resumen las principales caracteristicas de algu-
nos bonos emitidos en México por el gobierno federal y algunas entidades guberna-
mentales. No pretende ser un listado exhaustivo.

8.2 Precio de compra de bonos redimibles al vencimiento

El precio de compra-venta de los bonos u obligaciones que se calculardn en este capi-
tulo es el que se refiere a los bonos que se redimen hasta su fecha de vencimiento.
Existen algunos bonos que pueden pagarse (o redimirse) antes de su fecha de venci-
miento. Si este es el caso y se ejerce el derecho, se le devolverd al inversionista su in-
version inicial mds los intereses generados hasta ese momento, sin pagar los intereses
futuros que se hubiesen ganado de no haberse ejercido.

La notacién empleada para valuar el precio de un bono es la siguiente:

7. Tasa cupén o tasa de intereses.
F: Valor nominal o valor de cartula.

iz Tasa de rendimiento o inversion (yield).
C: Valor al vencimiento.

S

Periodos para redimir el bono.
En el siguiente diagrama se muestran las obligaciones de este instrumento (se ejem-

plifica el caso mds general donde el plazo se expresa en periodos unitarios de tiempo y
el pago de intereses también).?

% Generalmente el pago de dividendos es semestral y fijo durante la vida del bono, por lo que se dice
que se pagan a una tasa simple de interés. Se calculan sobre el valor nominal.
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Figura 8.1
Pago de Pago de Pago de Pago de intereses
intereses intereses intereses + valor nominal
0 1 2 3 . n periodos
Fecha de Fecha de
emisién vencimiento

Si se emplea la notacién descrita, el diagrama [8.1] representa en forma general las
obligaciones del emisor y del comprador del bono.

Figura 8.2
rF rF rF rF+ C
0 1 2 3 n periodos
Precio de Fecha de
compra vencimiento

Para establecer el precio de compra del bono, se utiliza una ecuacién de valor y se
evaltian los flujos en el momento de la compra:

PC=rF(1+i)y " +7FQ +i) 2+ ..+7FQ +i)"+ C(A +i)™"

PC=rFlQ+i) '+ (0 +)?+..+Q+i)"+C+i)” [8.1]
Valor presente de Valor presente del
los intereses valor nominal

Si se desea emplear la suma de los primeros términos de una serie en progresién
geométrica, véase la expresion [5.1] del capitulo 5, el precio de compra puede reex-
presarse como:

1-(1+i)”
i

PC= VF[ } + C(1+4)™ (8.2]
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Una vez calculado el precio de compra del bono, podra saberse si se compré a des-
cuento o con una prima.

a) Si precio de compra — valor nominal > 0 = el bono es con prima

b) Si precio de compra — valor nominal < 0 = el bono es a descuento [8.3]

Las dos relaciones 2 y & se pueden expresar como sigue para obtener siempre canti-
dades positivas:

a) Prima = precio de compra — valor nominal

b)Descuento = valor nominal — precio de compra (8.4]

La prima puede pensarse como un niimero positivo y el descuento como negativo,
es decir:

— Prima = Descuento

En los siguientes ejemplos se deja al lector la opcién de emplear la suma S, de los
primeros 7 términos de una serie geométrica, vista en la expresion [5.1] dentro del re-
cuadro en el capitulo 5.

Encontrar el precio de compra de un bono de $1000 con dividendos al 5% pagaderos
semestralmente, redimible a la par en 8 anos. La tasa de inversién que el comprador
desea obtener en la operacién es de 6% anual convertible semestralmente.

Como el inversionista desea una tasa de retorno de su inversion especifica, el precio
que estaria dispuesto a pagar en la fecha de emisién es igual al valor descontado de
los intereses (7 cupones) mds el valor descontado del valor al vencimiento (o valor
nominal).

Los dividendos semestrales se calculan sobre el valor nominal y son fijos durante la
vida del bono. La tasa efectiva semestral es de Lgs, al ser redimible a la par se entiende
que el valor serfa igual al valor nominal, $1000. A partir del diagrama de la figura 8.1
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se puede ver la analogia con este caso en particular. Las obligaciones del emisor y del inversionista
se muestran a continuacion:

Fechade
emision

J 1900 <« — Obligacion

1000 (0.025) 1000 (0.025) 1000 (0.025) del emisor

0 1 2 . 16  semestres

T < — Obligacion
Precio de del inversionista
compra

FV

0.06
Latasaefectiva semestral deinversonesde 35—

Al establecer la ecuacion de valor para calcular € precio de compra dd bono en la fecha de
emision se obtiene:
06\ "¢ 0.06)‘1"

0.06\7* 0.06\ 72 0.
PC = 1,000(0.025)(1 + T) + 1,000(0.025)(1 + T) + ..+ 1,000(0.025) (1 + T) 1,000 (1 + =

po=10000029)|(1+ %9%) "+ (14 29%) " ow (14 298) o vovo (14 %9
PC = $937.20

Como el bono se compra a un precio inferior a su valor al vencimiento ($1000), se dice que se
compraa descuento; a partir de [8.3] € importe dd descuento es:

Descuento = Valor nominal —pc
Descuento = $1000 — $937.20
Descuento = $62.50

S e

Una empresa ha emitido 10000 bonos por un valor nominal de $1000 cada uno. Los bancos pagan un
cupdn de 5% y vencen a 5 afios, ¢cudl es d precio de compra del bono en la fecha de emisién s se
descuentan con unatasa deinterés de 10%7?

El pago de dividendos se efectlia al fina de cada afio y se cacula sobre € valor no-minal.

Solucién

Se calculara el precio de compra unitario y a partir de ahi se calculara el precio de compra por €
total delos bonos.
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La tasa de retorno de la inversién (r) es de 10% y la tasa cupdn o de interés (i) es
de 5%. En el siguiente diagrama se exhiben las obligaciones de las partes:
$1000
Valor nominal

Pago de Pago de Pago de Pago de Pago de
dividendos dividendos  dividendos dividendos  dividendos

y y / y /

0 1 2 3 4 5 afios

f

Precio de

compra

PC- dividendos . dividendos . dividendos . dividendos . VN
T ) (1+7)? (1+7)? (1 +7)4 1+7)

PC = dividendos (1 + r)~" + dividendos (1 + r)2 + ... + dividendos (1 + r)> + VN(1 + r)™"

Obsérvese la expresién anterior que corresponde exactamente a la expresién [8.1];
sustituyendo los valores respectivos:

PC=50(1+0.10)"+50(1+0.10)"2+50 (1 +0.10)>+50 (1 +0.10)~4+50 (1 +0.10)~>+ 1000 (1 + 0.10)->

Valor presente de los dividendos Valor presente
del valor nominal

PC=$189.5393385 + $620.921323

PC=$810.460662  Precio de compra unitario del bono

Por lo tanto, el precio a pagar por los 10000 bonos es de $8104606.62.

'S pevrrm

El senor Romo desea ganar 18.5% de interés capitalizable cada mes de una inversién.
;Cudnto deberd pagar hoy por una obligacién que tiene un valor nominal de $5000,
si paga intereses mensuales a una tasa de 15% anual y su redencién® serd a la par den-
tro de 5 afos?

Al comprar la obligacién el senor Romo adquiere el derecho de recibir el pago men-
sual de los intereses (/) y el valor de redencién en la fecha de vencimiento. La unidad
de tiempo es el mes:

3 El valor de redencién de la obligacién es su valor en la fecha de vencimiento.
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/_\

Valor nominal =
Valor de redencién

I I I . 7 7 Il Il
0 1 2 3 B 57 58 59 60 meses
Precio de $5000

compra

Para obtener el pago de los intereses generados por esta obligacién se utilizard la
tasa de interés de 15% anual entendida como capitalizable mensualmente:
I=Cit
0.15

I- (500)(7)(1)

I = $62.50 Intereses de cada mes

El pago de interés y el valor de redencién que recibird el senor Romo por la com-
pra de la obligacién es:

/_\

$5000
62.5 62.5 62.5 ce. 62.5 62.5 62.5 62.5
0 1 2 3 . 57 58 59 60 meses

Como el senor Romo desea obtener un rendimiento de 18.5% capitalizable cada
mes, el precio a pagar por la obligacién se obtiene calculando el valor presente de los
intereses mensuales, los cuales forman una anualidad vencida, més el valor presente
del valor del vencimiento, ambos calculados a la tasa de 18.5% cada mes.

Para encontrar el precio que el sefior Romo debe pagar por la obligacién (o valor
presente de la obligacién) se utiliza la siguiente ecuacién de valor:

VP = 62.50 l(l + 0'11285)‘1 + (1 + 0'11285)‘2 A (1 +%)‘59 + (1 +%)‘6OJ + 5000(1 + 0'11285)‘60

Serie de pagos

VP =62.50[38.961733] + 1996.70

VP = $4431.81 precio de la obligacién que desea adquirir el sefior Romo
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Encontrar el precio de compra de un bono de $1,000 que paga intereses de 4% anual capitalizable
semestralmente y redimible al 104 en 10 afios si se compra pararendir 41/2 % anua convertible
semestral mente.

Solucién
0.04

Los intereses semestral es son fijos (por calcularse siempre sobre el valor nominal) alatasa del -

=0.02 efectivasemestral. Por ser redimible a 104 significaque e valor nominal se incrementara un
4% en la fecha de vencimiento, es decir, €l valor de redencion sera sobre par: 1000 (1 +0.04) = 1040.

Las obligaciones del emisor y del inversionista se muestran a continuacion:

Fecha de
emision 1040
+ <«— Obligacion
J 1000 (0.02) 1000 (0.02) e 1000 (0.02) del emisor
0 1 2 o 20 semestres
<— Obligacion
T del inversionista
Precio de
compra

Fv

La ecuacion de valor que se obtiene al valuar €l bono alafechade emision es:

0.045\7* 0.045\72 0.045\%° 0.045\72°
PC = 1,000(0.02) (1 + T) + 1,000(0.02)(1 + T) + .+ 1,000(0.02)(1 + T) + 1,040 (1 + T)

0.045\7* 0.045\ 72 0.045\"%° 0.045\"%°
PC = 1,000(0.02) +(1+ T) +(1 + T) + ...+(1+ T) + 1,040 (1+ T)

PC = $985.72 Eseél precio de compra del bono en lafecha de emisién

Se dice que €l bono se compra con un descuento de $1,040 — $985.72 = $54.28.

Un bono con valor nominal de $10,000 y redimible a la par dentro de 10 afios paga una tasa cupon
de 13% anua convertible semestraimente y se compra para rendir un 12% de interés anua
convertible semestralmente. Encontrar € precio de compray la prima
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Solucién

Latasa efectiva por semestre para el pago de intereses es de O-ZJ = 0.065, asi €
pago de intereses semestrales es de $10000 (0.065) = $650.

Fechade
emision 10000
+ <«— Obligacion
‘L 650 650 S 650 del emisor
0 1 2 L. 20 semestres
<— Obligacion
T del inversionista
Precio de
compra
Fv

La tasa efectiva de inversion es de % .

0.1\t 0.12\72 0.12\72° 0.12
PC = 650 (1+ T) +(1+ T) + ...+(1+ T) + 10,000 (1+ T)

PC=$10573.94

-20

C.prima = $10573.49 — $10000
=  $573.49 Representa el valor presente de |os pagos en
exceso que recibe el inversionista

Un bono de $10000 con una tasa cupon de 3%/2 % anual convertible semestralmente,
redimible a la par en 10 afios, se compra para rendir un 8% anual convertible
semestralmente. Encontrar €l precio de compray el descuento.

Latasa efectivadel pago de intereseses de % =0.0175
El pago de interés semestral es de @ .

Fechade
emision 10000
+ <«— Obligacion
‘L 175 175 S 175 del emisor
0 1 2 Ce 20 semestres
<— Obligacién
T del inversionista
Precio de
compra

=V}
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-1 -2

08 08 -20 -20
PC=175[<1+ T) +(1+ T) + ...+(1+ T) ]+ 10,000 (1+ T)

PC=$6942.17

.". descuento = $10,000.00 — $6,942.17
= $ 891.98 Representael valor presente del déficit delaserie
de pagos que recibe €l inversionista.

Es importante sefidar que no importa cud sea el precio de mercado de un
bono, el emisor paga interés sobre e valor de cardtula (valor nominal) por bono y
ademés paga, a vencimiento de él, € valor de cardtula (o valor alapar).
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BONOS

Figura 8.3
Valores importantes en la emisién de bonos

Mercado
Global BMV
a.;.b.u rancs BONOS DEL GOBIERNO FEDERAL
COLOCADOS EN EL EXTERIOR
ums

1. INSTRUMENTO: UMS GLOBAL BONDS 9.750% due 2005

Caracteristicas:
EMISOR Gobierno Federal, a traves de la SHCP
MONTO DE LA EMISION (Vigente) U.5.51,000,000,000
VALOR NOMINAL L.5.81,000
MONEDA ORIGINAL Délares Americanos
FECHA DE EMISION 0& de Abril de 1999
FECHA DE VENCIMIENTO 06 de Abril de 2005
PLAZO 6 anos
TASA DE INTERES DEL CUPON 9.750%

TIPO DE TASA Fija
PERIODICIDAD DE PAGO Semestral
FECHAS DE PAGO 08 de Abril v 06 de Octubre
ISIN US91086QAB41
cusip 910850AB4
CLAVE BMV

TIPO DE VALOR D1

EMISORA UMSO05F

SERIE 2005F
PROSPECTO DE COLOCACION 25 de Marzo de 1999
FECHA INSCRIPCION EN RNV 13 de Mayo de 1999

Emisor:

GOBIERNO FEDERAL
SECRETARIA DE HACIENDA Y CREDITO PUBLICO
Palacio Macional Patio Central,
Col. Centro, México, D.F., C.P. 06000
Teléfono: 91-58-11-54
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matematicasfinancieras

Ejercicios propuestos

1. Determinar el precio de adquisicion de un bono en € mercado secundario que cotiza
al 3.4% efectivo anual y al que restan para su amortizacion (vencimiento) 3 afiosy 9
meses. El cupén es de 1.5% semestral. El valor nominal del bono es de $100.

Sol.: 87.704067 0 89.12087661.

2. Cacular la rentabilidad de un bono a 5 afios con pago de dividendos anuales
vencidos de $10 que se compraalapar; € valor nomina del bono es de $100.
Sol.: 10%.

3. Un inversor adquiere un bono en el mercado secundario por su valor nomina
de $1000. El bono paga un cupén semestral de 6% nominal anual; el
vencimiento del primer dividendo es dentro de 6 meses y se amortiza dentro
de 18 meses con una prima de amortizacion de $10. El valor nomina del
bono es de $1000. Calcular la rentabilidad del bono.

Sol.: 6.75%.

4. En e mercado secundario se cotiza un bono al 102% sobre € precio nomina
que es de $1000; paga un cupdn de 6%. El primer pago de cupdn es dentro de
un afo; e bono madura a los 4 afos y paga una prima de amortizacion de
$20. ¢Cud eslatasade rendimiento del bono?

Sol.: 5.887% anual.

5. Cacular la rentabilidad de un bono a 3 afios con pagos de dividendos
semestrales vencidos de $50 que se compra a la par. El valor nomina del
bono es de $100. Sol.: 50% de rentabilidad.

6. Calcular € precio de adquisicion de un bono de cupdn anual 5% amortizable
por €l valor nominal de $100 alos 3 afios y cuya TIR es de 3%.
Sol.: $105.66.

7. Su compailia esta por emitir bonos con valor de caratula de $1000 y redimibles
dentro de 20 afios con una tasa de descuento de 8.2%; sin embargo, las
condiciones del mercado sugieren que deberian emitirse esos bonos a 8.6%. Si la
tasa de descuento bgjara y otra compafiia emitiera bonos a 7.5%, a) ¢cud seria el
precio de su bono en el mercado?, b) ¢se deberia negociar su bono sobre par 0 bagjo
par?, ¢) si latasa de descuento aumentaray otra compafia emitiera bonos al 9.5%,

¢cud seriael precio de su bono en el mercado?
Sol.: a) $ 1112.14, b) sobre par, ¢) $920 y negociarlo bajo par.
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Anexo
Funciones financieras de Excel

Introduccién

LA SOLUCION A PROBLEMAS FINANCIEROS mediante la aplicacién de las matemdticas fi-
nancieras se facilita con el uso de calculadoras financieras u hojas electrénicas de
célculo, o con la aplicacién de métodos numéricos para manejar series en progresiéon
geométricas y aritméticas o para encontrar raices reales de polinomios. Las matemati-
cas necesarias para reducir series y para encontrar la tasa de interés en series de pagos
generalmente no se ensenan en los textos de matemdticas enfocadas a los negocios; ac-
tualmente se puede recurrir a las aplicaciones que Microsoft® Office Excel ofrece para
que a partir del conocimiento de las matemadticas financieras se faciliten los célculos
para encontrar la solucién a tales problemas.

En este anexo se ilustrardn las aplicaciones de las funciones financieras de Micro-
soft® Office Excel 2003 de Windows XP para resolver nuevamente los ejercicios iden-
tificados con el simbolo % en los capitulos con el método, llamémosle, tradicional
(planteamiento de la ecuacién de valor y uso de una calculadora de bolsillo). En cada
ejercicio se muestran los cuadros de didlogo que genera cada una de las funciones fi-
nancieras de Excel y se indican los argumentos necesarios para su ejecucion.

La seleccién de los ejercicios se realizé con el objetivo de mostrar al lector que se
puede explotar eficientemente esta herramienta sélo si se han comprendido y razona-
do los métodos y las técnicas de las matemdticas financieras.

1.1 Descripcién de Funciones Financieras de Microsoft® Office Excel 2003

Las funciones financieras de Excel que se ilustran en este anexo corresponden a los si-
guientes valores de una anualidad: el valor actual, el valor futuro, el importe del pago
periédico, el nimero de pagos, la tasa de interés, el capital contenido en el pago, el
capital insoluto al principio del periodo; asimismo se calcula el valor presente neto de
un proyecto de inversién financiera y la tasa interna de rendimiento.

La sintaxis y los argumentos necesarios para ejecutar cada funcién financiera tienen
el siguiente formato:
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MATEMATICAS FINANCIERAS

VALOR (argumento 1, argumento 2,..., argumento n).

A continuacién se describen las funciones y el resultado de su ejecucién y se mues-
tra la sintaxis requerida.

Funcién
financiera Devuelve Sintaxis

El valor actual de una inversién. El valor actual es
VA el valor que tiene actualmente la suma de una serie VA (tasa, nper, pago, vf, tipo)
de pagos que se efectuardn en el futuro.

El valor futuro o un saldo en efectivo que se desea .
, . VF (tasa, nper, pago, va, tipo)
lograr después de efectuar el tltimo pago.

El pago periédico de un préstamo o el depésito
PAGO periédico suponiendo que son constantes y con PAGO (tasa, nper, va, vf, tipo)
una tasa de interés constante.

El niimero de pagos periddicos considerando que
NPER éstos son constantes y la tasa de interés es fija y NPER (tasa, pago, va, vf, tipo)
efectiva por periodo de pago.

La tasa de interés por periodo de una anualidad.

Si los resultados sucesivos de TasA no convergen
dentro de 0,0000001 después de 20 iteraciones,
TASA devuelve el valor de error #;NGM.

TASA TASA (nper, pago, va, vf, tipo, estimar)

El interés contenido en cada periodo de pago por
un préstamo suponiendo que éstos se realizan en
intervalos de la misma longitud (periodo) y con
PAGOINT una tasa de interés efectiva por periodo de pago PAGOINT (tasa, periodo, nper, va, vf, tipo)
constante.

Los pagos se efecttian al final de cada periodo de
pago.

El capital contenido en el pago en cada periodo de PAGOPRIN

PAGOPRIN . .
pago; los pagos son constantes. (tasa, periodo, nper, va, vf, tipo)

El valor presente neto de un proyecto de inversién
a partir de una tasa de interés con la que se
descuentan los flujos de efectivo que forman una
serie de egresos futuros (valores negativos) e
ingresos (valores positivos).
La inversién vNa comienza un periodo antes de la
. . i VNA (tasa, valor 1, valor 2, ...)
fecha del flujo de caja de valor 1y termina con el
ultimo flujo de caja de la lista. El cdlculo vNa se
basa en flujos de caja futuros. Si el primer flujo de
caja ocurre al inicio del primer periodo, el primer
valor se deberd agregar al resultado vNa, que no se
incluye en los argumentos valores.

La tasa interna de rendimiento de los flujos de
efectivo. Estos flujos de efectivo pueden ser

TIR . .
constantes o variables y deben ocurrir al final de

TIR (valores, estimar)

intervalos de la misma longitud (periodos).
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ANEXO. FUNCIONES FINANCIERAS DE EXCEL

1.1.1 Descripcidon de los argumentos de cada funcion financiera

A continuacion se describen los argumentos de las funciones financieras empleadas en
este anexo:

Tasa: es una tasa efectiva de interés por periodo de pago de la renta. Se puede escribir
como porcentaje (incluyendo el simbolo %) o bien en decimales.

Pago: es el importe del pago periédico (o renta); debe permanecer constante durante
el término (duracién) de la anualidad. Se escribe con signo negativo (“-”). El
algoritmo asume que para todo ingreso debe haber un egreso; si se omitiera el sig-
no “~” el resultado de la férmula apareceria como negativo.

Va: es el valor actual de una serie de pagos futuros, descontados en el momento pre-
sente.*

Vf£: es el valor futuro que se desea obtener después de efectuar una serie de pagos.*

Tipo: se refiere al pago periddico; si éste es vencido o anticipado. Si se escribe el valor
se refiere a que los pagos son vencidos y si se indicé 1, serd anticipado. Si se omite
el valor, el resultado obtenido se considerard generado por una serie de pagos ven-
cidos.

Estimar: es un niimero que el usuario estima que se aproximard al resultado de TIR.
En general no se necesita proporcionar este niimero. Si se omite se supondrd que es
0.1 (10%).

Valor 1, valor 2,...: son hasta 29 valores que representan los egresos e ingresos de un
proyecto de inversién; se asume que estos valores aparecen al final de intervalos de
tiempo iguales (periodos).

Asegtirese de escribir los valores de egresos e ingresos en el orden en que se generan
en el tiempo.
1.2 Ejercicios resueltos de los capitulos
Capitulo 3. Interés compuesto
Ejemplo 8 del capitulo 3
Un deudor puede liquidar una deuda ya sea mediante un pago tnico de $8000 de in-

mediato o de $10000 dentro de 5 afos. ;Qué opcién debe aceptar el deudor supo-
niendo un crecimiento de 5% convertible semestralmente?

* Cuando ambos argumentos aparecen en la misma funcién financiera, slo debe escribirse uno de ellos.
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MATEMATICAS FINANCIERAS

Para que el lector empiece a familiarizarse con las funciones financieras de Excel se
ilustrard el procedimiento para obtener el valor presente de $10000 al final de 5 afios,
aunque es irrelevante su aplicacién en este ejemplo.

El valor presente de la segunda opcién del deudor es:

005
30 |
180

VP =10000 (1 +

VP =$7811.68

Se utilizard la funcién financiera Valor Actual (V4), cuyos argumentos son:

VA (tasa; nper; pago; vf; tipo)

Paso 1 :,3

| Inicio | Insertar Disefio de pagina Formula:

Dar un “clic” sobre el Lﬁj ghiCatac Calibri -ln -|[A X
Pe

. 13 Copiar o = =
;:zgcoléﬁiez;;; ?ar 3Copimformato IN__K . ﬁ_ '“Jﬂ '“ &'A'
Portapapeles f /.ml: fi
Al o LIE)
A A | B | N/ | D
* O bien, en el ment % [insertas funcién)
Insertar > Funcidn =
4

Paso 2 r!'.nsertar funcién M
En el cuadro de texto, Smcer b foncion: :
q , Escriba una breve descripcidn de lo que desea hacer v, a
seleccionar la categoria continuacidn, haga dicen Ir |
Financieras 0 seleccionar una categoria: | Finandieras [~]
Selecdonar una funddn:
TIR.NO.PER. -
Seleccionar la funcién T
T VF
financiera: L 3
VA WANO.PER -
VA(tasa,nper,pago,vf,tipo)
D dve el valor pr de una i 36n: la suma total del valor actual de una
serie de pagos futuros.
Dar “clic” en Aceptar
Ayuda sobre esta funddn [ Aceptar | | cancelar |
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ANEXO. FUNCIONES FINANCIERAS DE EXCEL

Pasos 3 al 6 rl\rgumenlm de funcién M
VA |
9 T: 0.05, |Fsi| = 0.025
Introducir los valores - :]
. Nper |10 @ - 10
conocidos: Pags B - nimero
vf | -10000] [ES] = -10000 |
Paso 3: Tasa 0.05/2 o ] - rimero
; = 7811984017
PﬂSO 4 NPef 10 Devuslve & valor presente de una inversidn: la suma total del valor actual de una serie de pagos futuros.
Paso 5.'Vf: -1000 vi sdvahhuuo&idome!uﬁvuquesedﬁeawydmuésdei
b efectuar el Gitimo pago.
Paso 6: Tipo 0 /
Resutado de la formula = 7811984017
Dar “clic” en Aceptar Aok s eata A .

En el paso nimero 6 se omite 77po porque sé6lo se estd calculando el valor presente
con un flujo de efectivo.

El pago de $10000 se refiere a un valor futuro (véase el diagrama de tiempo en el
capitulo 3) y es tnico; por tal motivo el argumento Pago se deja en blanco: se refiere a
series de pagos fijos.

Capitulo 4. Ecuacidén de valor

Ejemplo 6 del capitulo 4
El precio de contado de un automévil nuevo es de $220000 y se desea adquirirlo me-
diante un financiamiento a 2 anos, un enganche de $20000, 23 pagos de $8000 men-
suales y un dltimo pago que saldaria la deuda; si la tasa de interés que se cobra por el
crédito es de 18% anual capitalizable mensualmente, ;cudl es el importe de ese ultimo
pago?

Una vez establecido el principio de equitatividad, se llegd a la siguiente ecuacién
de valor:

220000 (1 + %)M =20000 (1 + %)24 + 8000 [(1 +%)l + (1 +%)2 + (1 +%)3 + o+ (1 +%)B] +

Para conocer el importe del pago fraccionario, bastaria calcular la serie de 23 pagos
con la funcién financiera Valor Futuro (VF) y sustituir en la ecuacién anterior el valor

encontrado para despejar el importe del Gltimo pago requerido.

VF (tasa; nper; pago; va; tipo)
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MATEMATICAS FINANCIERAS

Paso 1
| Inicio | Insetar  Disefio depagina  Férmula:
AT e :
Dar un “clic” sobre el % Cortar e T
icono Insertar 153 Copiar

Funcién* (fx) le F Coplarformato || N & 8 | ][> A

Portapapeles i fi
Al - (>
[ a |l 8 | D
* O bien, en el ment _: [Insertar funcién
Insertar > Funcidn =
a4
Paso 2 Insertar funcién [EPE=)
Buscar una funddn:
Escriba una breve descripadn de ko que desea hacer v, 8 :
En el cuadro de texto, contracdn, haga cic e
. , O seleccionar una gategoria: | Finanderas =]
seleccionar la categoria
) . Sedeccionar una funddn:
Financieras TIR.NG.PER z
TIRM
|va
Seleccionar la e F
| VNANOPER i
funcién financiera: e
mdeﬁm&mmmmamm!
VF constantes, y Una tasa de interés también constant
Dar “clic” en Aceptar i potre aa gt e
Pasos 3 al 6 Argumentos de fundién &)
U 2
Introducir los datos Tasa |TNENE - 001
correspondientes de la Hper |23 E -2z
. Yol . Pago | -8000 _ = -8000
primera serie de pagos: o o
o [1 _ -1
Paso 3: Tasa 0.18/12 = 221068.1664
Devuelve e valor fisturo de una inversidn basado en pagos periddicos y ¥ LN taa de interds
Paso 4: Nper 23 pabicn e
T I de interés por periodo. Por ejemplo,
Paso 5: Pago —8000 b :'uzi?:lﬁdhsﬁd:'rm £ = AN e pown
Paso 6: Tipo 1 —
Resultado de la formula = 221068, 1664
Dar “clic” en Aceptar

Obsérvese que en el diagrama de tiempo del capitulo 4 se seleccioné como fecha
de valuacién el mes niimero 24; para el cdlculo del valor futuro con la funcién finan-
ciera Fv de la serie se debe entender como una serie de pagos anticipados.

El resultado obtenido se sustituye en la ecuacién y se despeja el valor del tltimo

pago:
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314490.6186 = 28590.06 + 221068.17 + x
x = $64832.39

Ejemplo 7 del capitulo 4
;Cudl es el monto de una inversién dentro de 5 afios si al inicio de cada trimestre se
invierten $400 a una tasa anual efectiva de 6%?

Para resolver mediante la aplicacién de las funciones financieras de Excel, no es po-
sible emplear la tasa de 6% efectivo anual: se debe emplear forzosamente un tasa de
interés cuyos periodos de capitalizacién coincidan con el periodo de pago de la renta;
asi, se empleard una tasa efectiva trimestral, es decir, se empleard la tasa anual capitali-
zable trimestralmente equivalente al 6% efectivo anual; tasa ya calculada en el inciso

b) del capitulo 4.

La ecuacién de valor es:

VF = 400[(1 + 0.01467375)" + (1 + 0.01467375)* + ... + (1 + 0.01467375)" + (1 + 0.01467375)*

La serie geométrica de 20 pagos representa el valor futuro de una anualidad antici-
pada; se utilizard la funcién financiera Valor Futuro (v¥), cuyos argumentos son:

VF (tasa; nper; pago; va; tipo)

Paso 1
Inicio Insertar Disefio de pagina Formula:
« 1. » | fa=C e
Dar un “clic” sobre el [ 6. Cortar b o e o
icono Insertar (| AR Copla —
8 Ll Pe?a' JCnpiall‘crmnlc IN & 8 'HL“‘”&‘A-
Funcién* (fx) |

Partapapeles ] /Mte [

[ Insertar funcién I

* O bien, en el ment
Insertar > Funcion

bW e

239



Paso 2

En el cuadro de texto,
seleccionar la categoria
Financieras

Seleccionar la
funcién financiera:
v

opDar “clic” en Aceptar

Pasos3 al 6

Introducir los valores
correspondientes:

Paso 3:
Tasa:0.058695/
4 Paso 4: Nper:

20 Paso 5:
Pago: —400
Paso 6: Tipo 1

Dar “clic” en Aceptar

Unidad 5. Anualidades Ciertas

Ejemplo 7 del capitulo 5
Una persona que inicia su vida activa como trabagjador en este momento, desea

acu-mular un fondo para su retiro depositando $1000 al inicio de cada afo
durante un plazo de 25 afios. Quince afios después desea readlizar 25 retiros
anuales al inicio de cada afio. Suponiendo que todos | 0s pagos se harén realmente,
¢cudl serd el importe de cada retiro que deberd realizar si la tasa de interés es de
4% efectiva durante |os primeros 25 afios y de 3.5% paralos afios posteriores?
Esta persona empieza a ahorrar a inicio de su vida activa; el primer retiro lo

efectuara dentro de 40 afios.
La ecuacion de valor que vincula a las dos series de obligaciones (depdsitos y

retiros) es.

1000 [(1 +0.04) + (1 +0.04)z+ ... +(1 +0.04)5] = R(1 +0.035)as [1 + (1 +0.035)1 + (1 +0.035)2 + ... + (1 +0.035)2d]

matematicasfinancieras

Insertar funcién

Buscar una funcidn:

Escriba una breve descripddn de lo que desea hacer v, a It ]
continuacdn, haga dic en Ir L‘

VF(tasa,nper,pago,va,tipo)
Devuelve & valor futuro de una inversidn basado en pagos periddicos y
constantes, ¥ una tasa de interés también constante.

(oot ] [ conceer_|

Ayuda sobee exta funcdn
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Para calcular la suma de las dos series geométricas se empleardn sendas funciones
financieras; para sumar la serie del lado izquierdo de la ecuacién se empleard la fun-
cién Valor Futuro (v¥); para sumar la serie del lado derecho se empleard la funcién

Valor Actual (va).

Cilculo del valor futuro de la serie de depésitos

La funcién a emplear es Valor Futuro (VE), cuyos argumentos son:

Paso 1

Dar un “clic” sobre el
icono Insertar

Funcién* (fx)

* O bien, en el ment
Insertar > Funcion

Paso 2

En el cuadro de texto,
seleccionar la categoria
Financieras

Seleccionar la
funcién financiera:

VF

Dar “clic” en Aceptar

VF (tasa; nper; pago; va; tipo)

| Inicio | Insertar Disefio de pagina Férmula:
=1
j & Cartac Calibri -l -|[A N
= 3 Coplar :
&?al JCoplarfermato |N &8 'HL‘U'H&'_A_.'
Portapapeles )| mu i
AL - Quululsl )
i a | 8 | M| 0D
B1 |[nsem.|r funcién k
N
3
5
Insertar funcidn m
[Buscar una funcén:
e |
Lo} una categoria: | F E]
Selecconar una funddn:
TR0 PER. =

Devuelve & valor futuro de una i 60 basada en Gcos ¥

constantes, y una tasa de interés también constante.
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Pasos 3 al 6 Argumentos de funcién L?_E
VF
Introducir los valores Tasa |04 - 0.04
de los pagos = [ - »
e rago 00 ) - o
correspondientes: % B - nimero
oo 1 ] - 1
Paso 3: Tasa 0.04 = 43311.74%62
Devueive el valor futuro de una inversidn basado en pages periddicos y constantes, y una tasa de interés
Paso 4: Nper: 25 también constante.
Paso 5: PagO: _1000 Pago qspag&em@m:mmmmmh
Paso 6: Tipo 1 /
Resultado de la formula = 43311.74462
Dar “clic” en Aceptar Syudo sobee es1a finida

Cilculo del “valor actual” de la serie de retiros

Recuérdese que se considera como “momento presente” el afio 40 —véase el diagrama
de tiempo respectivo en el capitulo 5—. Se empleara la funcién Valor Actual (va); de
este modo se reinterpreta a la serie de retiros como una serie de 25 pagos anticipados
de $1 cada uno; el “valor actual” obtenido con la funcién financiera se ubica en el afio
40. Los argumentos de dicha funcién son:

VA (tasa; nper; pago; vf; tipo)

Paso 1
| Inicio | Insertar Disefio de pagina Farmula:
« 1. » ey
Dar un “clic” sobre _Ji *Cm‘li* Catibri T - [
el icono Insertar o WAcoplr || ——— —
s 2 F'E-?ﬂr JCopiari‘orrnato |" &8 'HE'H&'A'
Funcién* (fx)

Portapapeles r : mte r
AL ~ Quululsl )

Insertar funcién k

* O bien, en el ment
Insertar > Funcidn

= W|N|l-'!
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Paso 2 esertar funcién (e e |
[Buscar una funddn:
Escriba una breve descripadn de lo que deses hacer v, 3 -
En el cuadro de texto, continuadén, haga dic en It |
. ’ ] gategoris
seleccionar la categoria =
. . Selecdonar una funddn:
Financieras ™ =
TIR.NO.PER
TIRM
Seleccionar la funcién S @
. VHA -
financiera: AR Se)
* Devuelve e valor presente de una inversion: ka suma total del valor actual de una
VA ‘serie de pagos futuros.
« . »
Dar “clic” en Aceptar . i
Pasos 3 al 6 Argumentos de funcion m
VA
Introducir los valores Tasa |.035 ] - ooss
. d . Mper 25 E = 25
conocidos: i & -
v | [&] = mimero
Paso 3: Tasa 0.035 EeRil St
= 17.0583676
Paso 4: Nper 25 Devuelve e valor presente de una inversidn: la suma total del valor actual de una serie de pagos futuros,
. . _ w 3 s ot w ¥ -]
Paso 5: VT -1 Tipo. €3 un volr koot para pago ol comenzo de periodo = 1; pra pago
Paso 6: Tipo 1 /
Resultado de la fdrmula =  17.0583676
Dar “clic” en Aceptar A sobre esia funckin

Sustituyendo en la ecuacién de valor:

$43311.75 = R (1 + 0.035)5(17.0583676)
$4253.76 = R

Ejemplo 8 del capitulo 5
:Durante cudnto tiempo se podrdn hacer retiros mensuales completos por $200 cada
uno si para ello se invierten $25000 a una tasa de interés anual convertible mensual-
mente de 7%?

La ecuacién de valor que vincula a la inversién con la serie de retiros es:

25000 = 200 [(1 + M)_l + (1 +M)_2 + (l + M)_S +ot (1 +O'O7)_n]

12 12 12 12
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Para encontrar el nimero de pagos se empleard la funcién financiera NPER cuyos
argumentos son:

NPER (tasa; pago; va; vf; tipo)

Paso 1 PN
L
! Inicio | Insertar Disefio de pagina Formula:

Dar un “clic” sobre [Z=] & Cortar Gl
el icono Insertar o oA o
sk | v <F Copiarformato |||= =T RS
Funcién* (fx) .
Portapapeles ) /7 ToNte i

A1 ~ Qualulgl] )
4 A | B | N~~] o0

* O bien, en el ment Er [Insertar funcion |
Insertar > Funcidn Bl
4
Paso 2 Insertar funcién B
Buscar una funcdn:
MMLMd( e ——y—
3 -
En el cuadro de texto, 0 seleccionar s gatsgoris: | Frinceras =
seleccionar la categoria Selecconar una funcn:
5 g [LETRA_DE. TEST EQV.A.BONO =
Financieras !mm::gc s
Seleccionar la funcién |paco.ermic.emme -
ﬁ . ﬂ(l[hmmvf.lbn} _ .
nanciera: NPER nzvmu;ma.*ma;x@,m.‘mmmm
Dar “clic” en Aceptar
? —
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Pasos 3 al 6 Argumentos de funcién . . M
NPER
Introducir los datos s [ [®] = ooossas
correspondientes al Pago [-200 ] - -
problema planteado: ':: 2o " m
Tipo @ = pamero
Paso 3: Tasa 0.07/12 P = = 2459147 "y
Paso 4: Pago —200 constante. = = > J =
Paso 5: Va 25000 Yool voor ochmle ol el ame ofel oo ek 0 pagre
Paso 6: Tipo 0
Resultado de la firmula =  224.5813476 /
Dar “clic” en Aceptar T

El nimero de pagos serd de 224 mds un pago fraccionario desconocido.

Ejercicio 9 del capitulo 5
Calclese el importe del dltimo pago del ejercicio anterior, si éste se efecttia en el mo-
mento de realizar el Gltimo pago regular.

Para conocer el importe del pago fraccionario, se calculard éste bajo la suposicién
de que el tltimo pago regular es el nimero 223, de tal forma que el dltimo incluya un
pago de $200 mds uno fraccionario, el cual se efectuard un mes después.’

Asi la ecuacién de valor del ejercicio 8 se reexpresaria:

25000 = 200

(1 + 0'07)7] + (l + 0'07)72+ (1 + 0'07)73+ et (l + 0'07)7223

0.07 \-224
12 12 12 12 )

12

+(200+x) (1 +

Serie geométrica

Para encontrar el valor presente o actual de la serie geométrica de pagos se utilizard
la funci6n financiera va cuyos argumentos son:

VA (tasa; nper; pago; vf; tipo)

" En el ejemplo 7 resuelto en el capitulo 5 se calculé el dltimo pago de tal forma que fuese menor al
pago regular ($200); aqui se ejemplifica el caso del cdlculo del dltimo pago como mayor al pago regular.
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Paso 1
i
| Inicio | Insertar Disefio de pagina Férmula:
. ey 5
Dar un “clic” sobre el | j & Cortar Calibri 11 - |[A AT
icono Insertar 3 Copiar - e =

Pegar

J Copiar formato =
Portapapeles | /Nt i
Al - Qualulel )

Funcién* (fx)

A | B N~ 0D
* O bien, en el ment % (Insertar funcién
Insertar > Funcidn B
4
Paso 2 Insertar funcin m
Buscar una funddn:
Escriba una breve descripadn de lo que desea hacer v, &
En el cuadro de texto, | continsaciin, haga o< en i _ i e
seleccionar la categoria 2 s = [
. . Selecdonar una funddn:
Financieras = =
Ry
i e |
Seleccionar la o E
funcién financiera: g
Devuslve o valor presente de una inversién: la suma total del valor actual de una
VA serie de pagos futuros.
« o
Dar “clic” en Aceptar A e s Bl
Pasos 3 al 6 Argummentos e Tancsb =)
. VA
Introducir los datos e s
correspondientes al Mper (223 -
problema planteado: Pago |-200 - w0
vF = mimero
Tipo = nimeno
Paso 3: Tasa 0.07/12 = 2491419855
PﬂSO 4. Nper 223 Devuelve e valor presente de una inversidn: la suma total del valor una serie de pagos futuros.
Pago es el pago el jperiodo y no puede cambiar durante la
Paso 5: Pago -200 vigenda de s
Paso 6: Tipo
Resultado de la formula = 24914.19855
. Aruda sobre esta fundn [ Acepter ] [ conceler |
Dar “clic” en Aceptar

El resultado obtenido anteriormente se sustituye en la ecuacién de valor que es:

25000 = 24914.19855 + (200 +x) (1 . 0'(;7 )‘”“

x=$115.73  Valor del pago fraccionario
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Por lo tanto, el Gltimo retiro irregular serd de $315.73, es decir, el dltimo retiro a
efectuarse en el mes nimero 224 con el que se agotard el fondo serd de $200 +

$115.73 = $315.73.

Ejemplo 11 del capitulo 5

Se colocan $300 al final de cada 3 meses durante 6 afios en un fondo mutuo de inver-
sién: al final de 6 afios se adquieren acciones valuadas en $9874.60. ;Qué tasa nomi-
nal convertible trimestralmente gané la inversién?

Como las funciones financieras s6lo aceptan tasas efectivas por periodo de pago de
la renta, es conveniente saber que la ecuacién de valor que se deberia plantear puede
ser a partir del valor presente o del valor futuro de la serie de pagos. A continuacién se
presenta el valor futuro de las obligaciones:

9874.60 = 300 + 300 [(1 + )" + 300 (1 +7)* + ... + 300 (1 + 7)*]

Donde i es la tasa efectiva trimestral (por periodo de pago de la renta) buscada.
Se empleard la funcién financiera TAsA cuyos argumentos son:

TASA (nper; pago; va; vf; tipo)

Paso 1
Inicio Insertar Disefio de pagina Formula:
« 1. » e
Dar un “clic” sobre | [ & cortar pw TR o
el icono Insertar ——' ) Coplar
|| Pegar | = = =}
Funcién* (fx) | & copiarformato |||N £ 8 B~ O
Portapapeles = mte G
| AL ~ Quual & )
| 4 A B N D
* O bien, en el ment 1 Insertar funcién |
., 2
Insertar > Funcién 2
4
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Paso 2 Insertar funcién A=)
Buscar una funddn:
ﬁeabamhmduumdghudemlmv a |I]
En el cuadro de texto, continuacn, haga cic :
l . 1 ) 0 sedecoionar una glnwna Fﬂmclxas B
seleccionar la categoria .
Financieras RGO o 7
|sv
AS‘ DESC K|
Seleccionar la funcién [rasamr "
R | TAsA NOMINAL -
financiera: ¢ VAT poestmac)
Devuehve la tasa de interds por e gn. Por
TASA Siomcio, Lo 6% pars pae mmu 5% TPA.
« o
Dar “clic” en Aceptar s wlie sota Al
Pasos 3 al 6 [ Argumentos de funcion 12 i
TASA
Introducir los datos Hper 24 -2 -
correspondientes al e R = ;I
Va = nimero 3
problema planteado: Ve [raed ) - soms
Tipo = pUmeno -
Paso 3: Nper 24 _ _ = 0.026400671
Devuelve Ia tasa de periado d iata ejemplo, use 6%/4 para pagos
Paso 4 Pago -300 trimestrales al 6% TPA.
Vi eselvalor fectivo desea despuds de
Paso 5: V£ 9874.60 et et el
Paso 6: Tipo 1
de la fdrmula 0. 1
Dar “clic” en Aceptar

La tasa de interés obtenida es una efectiva trimestral; para calcular la nominal capi-
talizable trimestralmente basta recordar que:

l'4

4

=1

donde 7 es la tasa efectiva trimestral
i* es la tasa nominal capitalizable trimestralmente

Por lo tanto la tasa nominal capitalizable trimestralmente es:

4(0.026400671) = 0.105602

La tasa de interés buscada es de 10.56%.
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Ejemplo 12 del capitulo 5
Una deuda de $127000 se liquidard mediante pagos de $8000 semestrales a efectuar-

se en forma anticipada durante 10 afios, ;cudl es la tasa de interés contratada?

La ecuacién de valor es:

/2 2 ,
127000 = 8000 [1 + (1 +’E )‘1 . (1 . ’5 )‘2 ot (1 +’E )‘”]

Se empleard la funcidn financiera TAsA cuyos argumentos son:

TASA (nper, pago; va; vf; tipo)

Paso 1 )
3
| Inicio | Insetar  Disefio depigina  Férmula:
Dar un “clic” sobre = * Cartar calibri -l - |[ARN
el icono Insertar —— 142 Coplar . —
oz Pe?ar 3 jar f |N & §'Hﬁ'”&"-&-'
* J Copiar formato
Funcién* (fx)
Portapapeles | m, n
a1 - Glal®l )
Plhoa. | 8 | S’ ] D
*0O bien en el mend 1 Insertar funcién
, 1 |
oz 2
Insertar > Funcién =
4|
Paso 2 Insertar funcidn =)
Buscar una funodn:
En el cuadro de texto, Comacin s el ——
. , 0 seleccionar una gategaria: |Fnanceras [
seleccionar la categoria -
. . Seleccionar una funddn:
Financieras REGTD YEcTo :
ISYD
. . |
Seleccionar la funcién AR J
. | TASA NOMINAL x
ﬁnancler a: TASA(nper,pago,va,vi,tipo,estimar)
Devuelve la tasa de = odo de = gn. Por
TASA cjemplo, use §%/4 para pagos rimestrales al 6% TPA.
Dar “clic” en Aceptar A sobve esta fincin =
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Pasos 3 al 6 Argumentos de funcién M
TASA |
Introducir los datos wper [ E-=»
correspondientes al Pago | 2000 B = om0 |
Va [127000 (B8] = 127000 o
problema planteado: = B e
Tipo |1 @ =1 -
Paso 3: Nper 20 = 0,025771471
Devuelve la tasa de interés por periodo de un préstamo o una inversidn, Bor ejemplo, use 6%/4 para pagos
Paso 4: Pago —8000 trimestrales al 6% TPA.
Paso 5: Va 127000 de pagp de U préskommo o U v .
Paso 6: Tipo 1
Resultado de la fdrmula = 0.025771471
Dar “clic” en Aceptar [ concer ] |

La tasa calculada con la funcién financiera tasa es de 0.025771471 y se refiere a
una tasa efectiva semestral, asf la tasa nominal capitalizable semestralmente (%) se ob-
tiene mediante un sencillo cdlculo:

~.
%)

#; donde 7 es la tasa efectiva semestral

0.025771471

N N

)

z

0.025771471 (2)
0.0515429

)

i

Esta tasa nominal es muy parecida a la obtenida mediante el empleo de la interpo-
lacién lineal calculada en el capitulo 5 con una diferencia de 148 cienmilésimos.>

Si se sustituye este valor en las expresiones [5.9] o [5.10] del capitulo 5 se obtienen
$126999, valor mis cercano a $127000.

Capitulo 6. Amortizacién

Ejemplo 3 del capitulo 6
Suponga que usted desea adquirir un automévil mediante un financiamiento directo.
El precio de contado del vehiculo es de $285000 y el financiamiento consiste en un
enganche de 20% sobre el precio de contado con una tasa fija nominal de 30% capi-
talizable mensualmente y pagos fijos mensuales.

a) ;Cudl es el importe del capital pagado hasta antes de realizar el sexto pago?

b) ;Cuél es el total de intereses pagados durante los primeros seis meses?

2 Es decir, difieren en 148 diezmilésimos de punto porcentual.
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c) ¢Cudl es el importe de los intereses y el capital contenidos en el sexto pago?

d) ;Cudl es el total de intereses pagados por el crédito?

e) Si se deseara reestructurar la deuda (ya sea para modificar el plazo o el importe
del pago mensual) después de haber realizado exactamente 5 pagos, scudl es el
capital insoluto en ese momento?

£) ;Qué porcentaje de la propiedad del bien posee el deudor después de haber rea-
lizado el quinto pago?

Constriyase la tabla de amortizacién para responder estas preguntas.

Se debe calcular primero el importe del pago periddico y a continuacién se cons-
truira la tabla de amortizacién, ambos mediante el uso de las funciones financieras de
Excel.

Para obtener el pago periédico se emplea la funcién financiera paco cuyos argu-

mentos son:

PAGO (tasa; nper; va; vf; tipo)

Cilculo del pago mensual fijo.
La ecuacién de valor que permite encontrar el importe del pago mensual es:

$285000 = 57000 + R | 1 +

12

0.30\-! 0.30\-2 0.30 \-12
+(1+ —| +..+|1+—
) [ e

$228000 = R[(1 +0.025)" + (1 + 0.025)% + ... + (1 + 0.025)"?]

Paso 1 2,
Inicio | [Insertar Disefio de pagina Farmula:
. ==
Dar un “clic” sobre B & Cortar Calibri ~lu - |[ANA
4 I s {3 Copiar
el icono Insertar Peaar (o || [ A
02 5% = J Copiar formato =
Funcién* (fx)
| Portapapeles iF] /?Nte i
l A1 ~ Quulultl ]
A B | SN D

Elnseﬂarfunciénl

* O bien, en el menti
Insertar > Funcién

Blw N
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Paso 2 Tsertar fooion T e |
Buscar una funddn:
et irel e ek e e
En el cuadro de texto, g ek oo v.a [ x
seleccionar la categoria 0 seeccionar uns categers: [ Francerss ]
Financieras B
| MONEDA.FRAC -
|NPER
) » I ——
Seleccionar la funcién L e =
. | PAGOINT
financiera: [paccerm =
PAGO(tasa nper,va, vitipo)
PAGO Calcuda ¢l pago de un préstama basado en pagos y tasa de inkeré
Dar “clic” en Aceptar
Ao s esta funcin
Pasos 3 al6 rA:gumentasdeﬁxmién m
Introducir los datos o)
dientes de 1 Tasa [0.30/12 = 0.025
co.rrespon ‘1en es de la o e
primera serie de pagos: Va |-228000| - 228000
¥F | = nimero
Paso 3: Tasa 0.30/12 Uz e
o = 22227.06495
Paso 4: Nper 12 Calcula & pago de un préstama basado en pagos y tasa de interés constantes.
Paso 5-' Pago —228000 Va esel valor actual: la cant Oe una serie de pagos futuros.
Paso 6: Tipo 0
Resultado de la formula = 2222706495
« o
Dar “clic” en Aceptar : g ()

Para calcular la tabla de amortizacién se sugiere capturar previamente en la hoja de
cdlculo los encabezados basicos de una tabla de amortizacién (véase pantalla 1). Lo
anterior tiene el objetivo de ordenar el proceso de cdlculo; ademds se deben capturar
los dos unicos valores conocidos: el capital insoluto al principio del primer periodo y
el importe de la renta (o pago) que es fija durante todo el plazo de la operacion.
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Pantalla 1 Y T T =

— B L T S T—— fr—
N DS A SRR e 8w

BT T

Encabezados : =
basicos para la m—
elaboracién de i | - =

una tabla de
amortizacion.

i e e

Sk et s tp 8

Cilculo de la columna Intereses contenidos en el pago.

Paso 7

Se ubica el cursor en la primera celda de la columna Intereses contenidos en el pago (cel-
da D11) y se procede al cilculo del interés contenidos en el pago utilizando la funcién
financiera PAGOINT, cuyos argumentos son:

PAGOINT (tasa; periodo; nper; va; vf; tipo)

Paso 7 B e e ————
- | Inicio ! Insertar Diserio de pagina Formula:

Dar un “clic” sobre iﬂ' & Cortar Caiibn P

el icono Insertar b, A Copler e
g [N & g -[EH-][>- A~
., g Srt
Func1on* (ﬁc) J opiar formato

Portapapeles ol | /7 TNte H
Al »(» [ﬂ

A A | B NS D
* O bien, en el menti =8 Insertar funcién}

Insertar > Funcion

e
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Paso 8 Insertar funcién o e
Buscar una fundidn:
&uhwhmdewumndcbudemluwr a ! :
En el cuadro de texto, |contiuacén, hags dcenlr >
. O seh e
seleccionar la categoria &
. . Seleconar una funddn:
Financieras

Seleccionar la funcién

financiera: s e
Devuehe e interés pagado Inversién dur. |periodo determinada,
PAGOINT e SR P R s Cirstaolie ¥ i oyl facks Gt
« -
Dar “clic” en Acepmr Atk arbre et ek

Observe la pantalla 2 en donde se establecen los pardmetros a utilizar. Después de
haber dado “clic” en Aceprar, se copia la funcién PAGOINT y se pega en las celdas sub-
secuentes de la columna para obtener los valores restantes:

Paso 9

Pantalla 2

Tasa 0.30/12
Periodo: B11
En este rubro se
debe ubicar el
cursor en la celda

correspondiente
al primer
periodo de pago.
Nper: 12
Va: —228000
Se debe escribir
directamente el
importe de la
deuda
Tipo 0.

i

O e

il

Wi

DR S

]

Dar “clic” en

Aceptar
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Paso 10

Pantalla 3

Una vez obtenido el
interés contenido en el
primer pago, el resto de

la columna se calcula

utilizando el mouse:
colocar el cursor en la
esquina inferior derecha
delaceldaDI11y
mientras se mantiene
presionado el botén
izquierdo del mouse, “se
arrastra’ hacia abajo (en
este ejemplo hasta el
periodo 12); se suelta el
botén. El resultado de
este paso aparece en la
zona sombreada.

mainleiain’=]

s unYay

R

Al -

SASORTILALLISLEE 5]

Ca— 1 £ 3 & (1 i

[T
Hmeen  Tes ooy
e P et i 33 371 8

O

Ciélculo de la columna Capital contenido en el pago.

Pasos 11y 12

Para calcular la columna Capizal contenido en el pago se debe ubicar el cursor en la cel-
da de Capital contenido en el primer pago (celda E11); se emplea la funcién financiera

PAGOPRIN, CuyoOs argumentos son:

PAGOPRIN (tasa; periodo; nper; va; of; tipo)

Paso 11

Dar un “clic” sobre
el icono Insertar

Funcién* (fx)

* O bien, en el ment
Insertar > Funcién

Disefio de pagina Farmula:

Inicio | Insertar

s
_Ji *Corta: Calibri ~111 - |lASRS
; {3 Copiar
'egar
9 J Copiar formato

Portapapeles s m{_e I
Al - (@ l. _]
A 8 | S”]

Insertar funcién k

h:m|n|l—~!
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Paso 12 Insertarfuncien et
Buscar una funadn:
harin i v ducpin e o desa acar 1,5
En el cuadro de texto, S T T E||
° I

seleccionar la categoria

Financieras

Seleccionar la funcién
financiera:
PAGOPRIN

Dar “clic” en Aceptar

Paso 13

Pantalla 4
Tasa 0.30/12 _
Periodo: B11 | Fuienly, e :

En este rubro se

[
1 i N (] N [) %
debe ubicar el ] f
cursor en la celda © :
correspondiente ! i
al primer il n
ok 2 T i |
periodo de pago. _ B e i
Nper: 12 o e = z il
Va:-228000 ¢ = == 2 ] ;
. - — v xm - |
Se debe escribir & - . - Pl : !
: b s | :
directamente el ? =T J" S !
importedela 7 | |
" s e M = 5T 1
deuda. H e ==l E
i = : =
Dar “clic” en S Eﬁ
Aceptar
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Paso 14

Pantalla 5

Una vez obtenido el
capital contenido en el

Inicio Inserfar | Disefio de piging | Féimulas Datot Revtuar Vists

rimer , el resto de | | el - | = [Automstic - !
primer pago, el resto de la gm T EeE (2 S::*:em et

columna se calcula bl
” s == Pemee Ointacon Thmare T fvud deE=akon Farda: el 69 o S oA o oo = 1| P immk
utilizando el mouse: i as ||  Contruiie pigini 15| st deea e impeia oA 5 |~ Ogilees)
colocar el cursor en la 1l - (0 | =PAGOPRINI0.3/12.811,12.-5C55)
T B —— ;) ] E o

esquina inferior derecha
de la celda E11 y mientras
se mantiene presionado el
botén izquierdo del
mouse, “se arrastra’ hacia
abajo (en este ejemplo
hasta el periodo 12); se
suelta el botén. El

AN N:_.E

(AN

10

1
resultado de este paso .
aparece en la zona
sombreada.

Ciélculo de la columna Capital insoluto al principio del periodo.

Paso 15
Aqui sélo es necesario ejecutar una diferencia y copiar la operacion al resto de la co-
lumna.
Pantalla 6 : . s
IS e = )
Ubicar el cursor s
en la celda del ==
capital insoluto
al principio del
segundo periodo
para ejecutar la
operacion: .
=Cl1-E11

la diferencia del
capital insoluto
menos el capital
contenido en el

pago.

MM N N R e g R alr e e e e e e ]

]
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Paso 16

Pantalla 7

Una vez obtenido el

capital insoluto al I e e

principio del segundo !QE:::'. oLl __}__ 8]

b

i i

oty

periodo, el resto de la

columna se calcula
utilizando el mouse:
colocar el cursor en la
esquina inferior derecha
de la celda C12 y mientras
se mantiene presionado el
botén izquierdo del
mouse, “se arrastra’ hacia
abajo (en este ejemplo
hasta el periodo 12); se
suelta el botén. El

sl

Kwxlcls

[ [

5o sl e _— ﬁ

resultado de este paso
aparece en la zona
sombreada.

Control para calcular correctamente la tabla de amortizacién.

Este cdlculo sélo sirve de control para asegurarse de que los cdlculos previos se hicie-
ron de forma correcta.

Paso 17

Pantalla 8

Para obtener la

columna Renta se
suman la celda del
capital contenido en el
pago y la de los
intereses contenidos en
el pago cuyo resultado
debe ser igual al valor
de la renta calculado

inicialmente.
(=D12+E12)
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Paso 18

Pantalla 9

Una vez obtenido el
importe de la renta en el
segundo pago, el resto de

la columna se calcula

utilizando el mouse:
colocar el cursor en la
esquina inferior derecha
de la celda F12 y mientras
se mantiene presionado el
botén izquierdo del
mouse, “se arrastra’ hacia
abajo (en este ejemplo
hasta el periodo 12); se
suelta el botén. El u
resultado de este paso
aparece en la zona
sombreada.

Er g ¥y S e

Se sugiere ejecutar las sumas verticales para las columnas de Inzereses y Capital con-
tenido en el pago; esta tltima suma debe coincidir con el importe del préstamo.

Conclusiones

Para la extincién gradual de deudas se emplean actualmente varias metodologias: des-
de aquella donde el pago resulta de dividir el principal prestado, junto con sus respec-
tivos intereses, por el nimero de pagos, hasta aquel en que se convierte el capital pres-
tado a unidades de inversién para mantener el valor real del principal prestado; sin
embargo, la metodologia aqui presentada, que consiste en calcular la renta segun el
método prospectivo, es la que sustenta la teoria del interés para el pago de deudas de
largo plazo. A partir de ella se pueden disenar —como ha sucedido en la prictica—
alternativas de pago, es decir, esquemas novedosos de pago que respeten el principio
de equitatividad que debe regir en toda transaccién financiera (véase el ejemplo 4 del
capitulo 6).

Por tltimo, con el empleo de las funciones financieras de Excel es posible agilizar el
célculo, no obstante que el empleo de una hoja electrénica también resulta suficiente.

Capitulo 7. Anélisis de inversiones
Ejemplo 1 del capitulo 7

Una empresa tiene una alternativa de inversién: un proyecto consiste en adquirir ma-
quinaria en $6000000 con la que se espera mejorar el proceso de produccion, el se-
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gundo proyecto le significa a la empresa un desembolso de $8000000 con lo que po-
drd reemplazar toda la maquinaria utilizada en la produccién. Para cualquier proyecto
se considera que el financiamiento es al 22% anual.

Los flujos futuros de efectivo estimados para ambos proyectos son los siguientes:

Cuadro 1
(afios) Proyectos:
A B
0 - $6000 - $8000
1 2000 1100
2 2400 1800
3 2600 2500
4 2800 3800
5 2200 4400

;Cudl proyecto debe seleccionarse, de tal forma que la empresa obtenga la mayor
rentabilidad?

Se empleardn los métodos del valor presente neto (o valor actual neto, vaN) y tasa
interna de rendimiento (TIR) con sus respectivos criterios de decision.

Las respectivas ecuaciones de valor son:

Proyecto A

2000 (1 +74) + 2400 (1 +74)"% + 2600 (1 + i,)~3 + 2800 (1 + 74)~% + 2200 (1 + 74)"> — 6000 = VNA

Proyecto B

1100 (1 + ) + 1800 (1 + i5)"% + 2500 (1 + ig)~3 + 3800 (1 + 75)~* + 4400 (1 + i)~ — 8000 = VNA

Conviene hacer las siguientes precisiones para el cdlculo del valor presente neto
empleando las funciones financieras de Excel:

* Dependiendo de la versién empleada de Excel de Microsoft, al valor presente
neto se le identifica como VPN (NPV si la version es en inglés); o bien puede ser
valor neto actual (vNa). La versién utilizada en este texto es la 2002 de Windo-
ws XP que identifica al vPN como VNa.

* La funcién financiera vNa es similar a la funcién va (Valor Actual). La principal
diferencia entre ambas es que va permite que los flujos de efectivo comiencen al
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final o a principio del periodo; los flujos de efectivo en va deben
permanecerconstantes durante la inversion, mientras que los flujos de
efectivo en VNA puede ser variables.

» El calculo del valor presente neto considera todos los flujos de
efectivo (desde la inversion que serealiza d principio del primer periodo,
hasta el Ultimo ingreso a finalizar lavida del proyecto).

Lafuncion financiera VNA no incluye € flujo de efectivo al principio del
primer periodo; éste se deberarestar al resultado que arroje lafuncidn VNA.

Los flujos de efectivo para calcular €l valor neto actual (o valor presente neto)
parael proyecto A, por jemplo, son:

$2200
$2800
$2600
$2400
$2000
- ) t t } t
0 1 2 3 4 5 Periodos
$6000 anuales
Inversién inicial T .
FV Primer Ultimo
valor valor

Se sugiere capturar en lahoja electronica de célculo los flujos de efectivo que
se muestran en el diagrama.

Cdéculo del valor neto actual (o valor presente neto)

La funcion financiera que debe emplearse es VNA, cuyos argumentos son:

Vna(tasa; valor 1; valor 2; ...)
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Paso 1

Se captura la tabla de
flujos de efectivo para
los proyectos de
inversion.

Paso 2

Dar un “clic” sobre
el icono Insertar

Funcién* (fx)

* O bien, en el ment
Insertar > Funcidn

Paso 3

En el cuadro de texto,
seleccionar la categoria
Financieras

Seleccionar la funcién
financiera:

VINA

Dar “clic” en Aceptar

MATEMATICAS FINANCIERAS

A | B
FLUJOS DE EFECTIVO
Proyectos:

A B
-56,000 -$8,000
$2,000 $1,100
$2.400 $1,800

7 $2.600 $2.500
8 | $2,800 $3.800
9 | $2200 $4.400

o|en| oo <[]

od
- | Inicio | Insertar _ Disefo de pagina Férmula:
e
[P Rl Sanac |Calibri -l -ASN
; {3 Copiar = - =
|RBeas [N & 8 ~|[E-|[o-

~ - JCopiarformato ||| = T = 7 £
Portapapeles | m_te [
Al - Quualulsl )

..a [ 8 [ SZ] 0
BE llnscrtar funcién b
2

3]

A2

" Insertar funcién (S0 )
Buscar una funddn:

Escriba una breve descripadn de lo que desea hacer v, a :
0 seh una i B
Selecconar una funddn:

TIR.NO.PER -
TIRM

VA

VF

VF.PLAN |"|
e - &
VHA.NO.PER 1
VHA(tasa,valorl valor2,..)

Devuelve & valor neto presente de una inversidn a partic de una tasa de descuento
¥ una serie de pagos futures (valores negativos) y entradas (valores positivos).
A sobes R iy
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Pasos 4 al 9 B_A_ [ & c T T S T S— P S——
: . 1| FLUIOS DEEFECTIVO | Argumentos de funcién m
Se seleccionan los cinco || 2 Proyectos: =
9 q 3 A B
flujos de efectivo que se || s —wml s e o -0z
il amen il’lngSOS 5 2,000 $1,100| | valor1 [ssiesl = {11001180012500\3900\4400}
6 $2,400 51,800 Va2 [ = mimero
(celdas A5 a A9) 7 sae00] 52500
8 $2,800 53,800/
9 52,200 $4,400] -
6831072133
Pﬂso 4.' Tasa 0.22 1‘: mﬂ‘edv?ﬂam&mmﬂam i T tmear e dascuento y una cene de
pagos futuros i ¥ ent e
Paso 5: Valor 1, 2000 | Vobris . vr, vl . e 1 250
- te ‘oasTen
Paso 6: Valor 2, 2400 |5, P e e
Paso 7: Valor 3,2600 | S
Paso 8: Valor 4, 2800 |[17 vt sobee ezt ficin Concelr |
18

Paso 9: Valor 5, 2200

Dar “clic” en Aceptar

Al valor resultante ($6761.57) se le suma algebraicamente el valor de la inversién
(o desembolso inicial), -$6000; siguiendo la ecuacién de valor del proyecto A:

Valor neto actual = $6761.57 — $6000
vNA = $761.57.

De igual manera se obtiene el vNa para el Proyecto B.

Para llegar al cuadro de didlogo que se presenta, ya se han ejecutado los pasos del 1
al 8.

FLUWJOS DE EFECTIVO .
VNA (Proy. B) o Argumentas de funcién (ol |
A E —
-$6.000 —
—s2000 ] Tasa 0.2 [ - oz
$2.400 Valor1 |Bs:Bg| 6| = (1100118001250013800\4400}
_52600 iF| = mimero
52,800 el 3
$2.200

Se seleccionan los cinco
flujos de efectivo que se
refieren a ingresos

(celdas B5 a B9)

Devustve el valor neto presents de una inversidn & partr d de descuento y una serie de
pagas futures (vak ) y entradas (vak

Valorl: valorl,valor2,... Valorl, ValorZ, ... son de 18 254 pagos
entradas, igualmente espadados v que ocurren al final de
a4 periode.

Resultada de la férmula § £331.072133

Al valor resultante se le suma algebraicamente el valor de la inversién (o desembol-
so inicial), —$8000.
Por lo tanto, el valor neto actual para el proyecto B es de:
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Valor neto actual = $6831.07 - $8000
vNA =—$1168.93
Cilculo de la tasa interna de rendimiento (TIR) de los proyectos A y B.
La funcién financiera que debe emplearse es TIR cuyos argumentos son:

TIR (valor; estimar)

Proyecto A
Paso 1 i_' A B C D |
1 | FLUJOS DE EFECTIVO
2 | Periodo Proyectos:
Se captura la tabla de 3 (afios) ] GﬁE] 55 -SSE:J 55
flujos de efectivo para 5 11 $2.000 $1.100
los proyectos de 6 2| $2,400 $1,800
inversion. 7 3| $2,600 $2,500
8 4]  $2,800 $3,800
9 5| $2,200 $4,400
Paso 2 Ca
7 o | insetar__ Diefo de pigina_ Fomuin:
Dar un “clic” sobre (==] & Cortar Calibri lu AR
el icono Insertar =" A Contar ' T
Funcién* (fx) Pl copiartormato || N & 8 | S

Portapapeles 7] /?ﬁl@e G
AL - Gl )

* O bien, en Cl menﬁ _1_ Insertar funcmni

Insertar > Funcidn
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Paso 3 Insertar funcidn m
Buscar una funddn:
Lx ]

En el cuadro de texto,

. , O selecconar una qategoci: [Fraccerss  [5]
seleccionar la categoria 18 acors;) Manderas I
o 0 Selecoionar una funcdn:
Financieras | [rasaoesc =
Seleccionar la funcién e E|
VA -
financiera: TIR(valoresestimar)
TIR dve | tasa interna de retomo d - Una senie de valores en
« . »
Dar “clic” en Aceptar oty sobee ot G =]
Pasos 4y 5 [ = D= T T P ——C o
1) FLWWOS DE EFECTIVO
8 9 2 Periodo Proyecios:
Se seleccionan los seis S aon ﬁ,.ﬁl .
flujos de efectivo que se LT
2]

g i 52,400 $1.800  [=TIR(B4.B
refieren a ingresos y 3 s2600 1 s2500
4 szsm0 | samm

4
5
3
¥
8 ;
€gresos 9 Si,, 52,200 $4.400
10 -
11
12

(celdas B4 a B9) | Aimimenics 92 Rincién \ .
2 ™
Paso 4: Valores w o = - o
:: Estimar _ = mibiRero
—~6000, 2000, 2400, & T
2600’ 2800’ 2200 :: Valores &5 una matriz o referencia a ookdas que contengan los ndmeros para los
20 cusies se desea caloular la tasa interna de retorno,

TFori 73
Paso5: Estimar, se o e

. . 2
recomienda ignorar 55 s soee 3t i

(dejar en blanco)

Proyecto B

De la misma manera se calcula la tasa interna de rendimiento (TIR) para el proyecto B.
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TIR A o7 — — D E F G H ]
1 FLLUOS DE EFECTIVO
. . 2 | Penodo | Proyectos:
Se seleccionan los seis 3 (@ios) [ A | 8 __ R
k K 4 36,000 | SE.000 1}
flujos de efectivo que se s2000 | s1100
. ] 52,400 $1,800  {=TIR{C4:CY
refieren a ingresos y 7 52600 | 52500 |
8 4 52,800 $3.800 ¢
€gresos 9 $2.200 §4.400 ¢
T ot |
(celdas C4 a C9) 1] Argumentos de funcién \ k
12
13 % - *ﬂn
14 Valores |G ] - 11100115001250013500\4400}
Paso 4: Valores 18 - SN
—_ 17 = 0. 163476642
8000, 1100, 1800, 7 ’ P _ o
2500, 3800, 4400 13 Valores &5 una matriz o refirenda a ceidas que contengan kos ndmeros para los
20 | cusles se desea caloular |a taza interna de retorno.
ral
. 4l
Paso 5: Estimar, se 2| Resutado de  firmuda = 0.163476642
H H Avyda sobre esta funciin
recomienda ignorar 2
(dejar en blanco) z

Capitulo 8. Bonos

Ejemplo 2 del capitulo 8
Una empresa ha emitido 10000 bonos por un valor nominal de $1000 cada uno. Los
bancos pagan un cupén de 5% y vencen a 5 anos. ;Cudl es el precio de compra del
bono en la fecha de emisién si se descuentan con una tasa de interés de 10%?

La ecuacién de valor que vincula las obligaciones de la empresa emisora y del com-
prador de los bonos es:

PC=50(1+0.10)""+50(1+0.10)2+50 (1+0.10)>+50 (1 +0.10)%+50 (1 +0.10)~5+ 1000 (1 + 0.10)">

Para calcular el valor presente de los dividendos se utilizard la funcién financiera
Valor Actual (va), cuyos argumentos son:

VA (tasa; nper; pago; vf; tipo)

Paso 1
= | Inicio | Insertar Disefio de pagina Férmula:
Dar un “clic” sobre (=] & Cortar Calibrl Ju A
8 e L3 Copiar i ==
el icono Insertar Pegar _ |N& 8|S A
B Q2. - J Copiarformato
uncién* (fx) . - |
| 'ortapapeles £l m:g i
I AL > Quul s )
' A | B | N o0

& O bien, en Cl menL’l _1_ lnsertarfuncmnh

Insertar > Funcidn
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Paso 2 [(incertar funcisn m
Buscar una funddn:
Esariba una breve desaipodn de lo que desea hacer y, a
En el cuadro de texto, contruacin, hagadcentr B——
. O selecdonar tegoria: | Financer =
seleccionar la categorfa i =]
. . Seleccianar una funddn:
Financieras ‘m =
TIR.NO.PER
TIRM
I
Seleccionar la funcién Emu £
. VHA bk
financiera: V(S e paga i)
Devuelve o valor presente de una inversidn: la suma total del valor actual de una
VA serie de pagos futuros.
@« 1. » —_—
Dar “clic” en Aceptar A sl s ki e
Pasos 3 al 6 'Argumenms de funcién BN
VA
a Tasa 0. G| = 0.1
Introducir los valores 23
. wer 5 & -
conocidos: Pago |-s0| [ - =
vf | EE = plimero
Paso 3: Tasa 0.1 U S eiee
= 189.5393385
Paso 4: Nper 5 Devuelve el valor presente de una inversidn: la suma total del valor actual de una serie de pagos futuros.
Pasg 5_' Pago _50 Pago sdpng::&chsdomcﬂdﬂwiodo ¥ no puede cambiar durante i
Paso 6: Tipo 0
Resutado de la fdrmula = 1895393385
Dar “clic” en Aceptar Aneda sobre esta funddn

El valor actual o valor presente de los dividendos es de $189.54.
De ahi que el precio unitario del bono es:

. PC=$189.5393385 + $620.921323
PC = $810.460662

Ejemplo 3 del capitulo 8
El sefior Romo desea ganar 18.5% de interés capitalizable cada mes de una inversién.
¢Cudnto deberd pagar hoy por una obligacién que tiene un valor nominal de $5000,
si paga intereses mensuales a una tasa de 15% anual y su redenci6n serd a la par den-
tro de 5 anos?

La ecuacidn de valor es:

VP = 62.50[(1 + %)’1 + (l +%)’2 ot (1 +%)’59 + (1 +%)’6°] +5000 (1 + 0'11;35)’60

267



MATEMATICAS FINANCIERAS

Para realizar esta operacién por medio de las funciones financieras de Excel se debe
conocer el valor presente del pago que recibird el senor Romo por concepto de intere-

ses; se trata de una serie geométrica de 60 pagos vencidos.
Se utilizard la funcién financiera Valor Actual (va), cuyos argumentos son:

VA (tasa; nper; pago; vf; tipo)

Paso 1
| Inico | Insertar  Disefio depagina  Férmula:
Dar un “clic” sobre '23 & Cortar | Calibri
el icono Insertar et =
o0 5% = J Copiar formato IN & § —|
Funcién* (fx)
Portapapeles &
Al + el
Pl._.a | B | Sed ]
* O bien, en el ment 1 |I.nsertar funciéni
., 2
Insertar > Funcion =
4
Paso 2 'lmeftar funcién M
Buscar una funddn:
Eui:amabrevedesu’mdeloqmdema hacer y, a
Bt vy | L ]
En el cuadro de texto, 0 selecrionar tna categoria: [Finanderas
seleccionar la categoria Seleccionar una fundén:
Financieras TR -
TIR.NO.PER
TIRM
. ., -
Seleccionar la funcién Y A @
financiera: WA X
VA(tasa,nper,pago,vf,tipo)
VA Devuelve el valor presente de una inversidn: la suma total del valor actual de una
serie de pagos futuros.
Dar “clic” en Aceptar
Avda sore ta funog
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Pasos 3 al 6 " Argumentos de funcién )
VA
Introducir los datos Tasa | SEEETE - 0.015416667
correspondientes de la Nper 60 ] - o
primera serie de pagos: 0 LS28 820
vF | [] = nimero
Tipo ;. = numero
Paso 3: Tasa 0.185/12 S
PﬂSO 4. Nper 60 Devuelve el valor presente de una inversién: la suma total del valor actual de una serie de pagos futuros,
Ia de interés ioda. Por A [
Paso 5: Pago -62.50 T mesles ol 6ok o (o el s okfA pora poges
Paso 6: Tipo 0
Resultado de la fdrmula = 2435, 108339
“cli Ayuda sobre esta fundién
Dar “clic” en Aceptar =

A continuacién se calcula el valor presente del valor nominal utilizando también la
funcién financiera Valor Actual (va).

Pasos 7 al 10 [ Argumentos de funcién =)
VA
Para calcular el valor Tasa |0.185/12 =R
1 Mper |50 = 60
presente de .un solo S B e
[P vF |-s000 =
m @ - [aumero
Paso 7: Tasa 0.185/12 = 1996.699715
PﬂSD 8.' NpCl’ 60 Dx ive el valor p de una 5n: la suma total del valor actual de una serie de pagos futuros.
Paso 9: VE— 5000 el e e e
Paso 10: Tipo 0
Resultado de la fdrmula = 1996.693715
Dar “clic” en Aceptar Ayuda sobre esta fundén

A continuacién se suman los dos resultados obtenidos y se consigue el precio que
deberd pagar el senor Romo por la obligacién:

VA = $2435.11 +1996.70
VA = $4431.81
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Las personas cometemos errores a cada momento a lo largo de nuestra vida; pero si
nos equivocamos al elegir la administradora de nuestros ahorros obligatorios para el
retiro o al aceptar las condiciones de la hipoteca de nuestra casa o bien al calcular los
fondos disponibles para financiar el capital del trabajo, tales decisiones tendran
consecuencias catastréficas irreversibles. El manejo del dinero siempre ha sido tema de
interés para quienes lo poseen y para quienes desean formar un patrimonio; para ello se
pueden emplear medios informales o bien la informacién precisa para entender los
riesgos y oportunidades que se presentan en un negocio.

En este libro el lector aprenderd las técnicas y modelos de las matematicas finan-
cieras para tomar decisiones informadas sobre el ahorro, el crédito y la inversion;
ademas, se podra determinar su costo y rentabilidad efectiva.

En esta obra se emplea profusamente el diagrama de tiempo y valor para que
mediante el principio de equitatividad que rige a toda transaccién financiera —“en un
negocio todos ganan”- se establezca una ecuacién de valor; con esta técnica se evita la
memorizacion de férmulas y se capacita al lector para resolver cualquier problema que
involucre dinero en el tiempo; no obstante, al final de cada capitulo se presentan las
expresiones matematicas propias del tema y consejos practicos que aun al lector mas
atento le serdn de mucha ayuda. Esta obra se encuentra completamente actualizada
pues refleja los cambios significativos en el calculo de anualidades —series de pagos-y
tablas de amortizacion mediante las funciones financieras de Excel para lo cual se pone
énfasis en el célculo de tasas de interés equivalentes.

Por lo anterior este libro podra ser consultado por estudiantes de las licenciaturas
en economia, administracién, contabilidad e incluso actuaria e ingenieria (si no les
importan las demostraciones) o por cualquier persona con habilidades en el dlgebra y
en el manejo elemental de una hoja electrénica de calculo que desee adquirir los cono-
cimientos necesarios para adentrarse a las finanzas; asimismo, puede ser consultado por
estudiantes de cursos propedéuticos para maestrias en finanzas. Esta obra contribuye
asi a la promocioén de la cultura financiera y a la bancarizacion.

SBN 978-970-31-1000-1
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